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Presentacion

Sin duda alguna, las ecuaciones diferenciales son de gran utilidad en muchas areas de las matematicas,
las ciencias, la economia y la ingenieria, lo que significa, en otras palabras, que existen numerosos
fenémenos y situaciones de la vida diaria, que, a pesar de ser diferentes entre ellos en su evolucién a
lo largo del tiempo, al momento de analizarse comparten, desde el punto de vista técnico, una carac-
teristica comun: todos estos pueden modelarse mediante una importante herramienta matematica: las
ecuaciones diferenciales. Por ejemplo, las leyes que determinan: la economia, el movimiento de un
péndulo, el estudio de poblaciones, el anlisis de la produccién, entre otros fenémenos cotidianos.

El principal objetivo de este libro es ofrecer al lector una visién completa del vasto campo de las
aplicaciones que tienen las ecuaciones diferenciales y demostrar la utilidad de las herramientas de
calculo y algebra aprendidas en cursos anteriores. Ademas, busca que los estudiantes aprendan a
distinguir tres etapas para la solucién de problemas en matematicas:

m  Lla formulacion matematica del problema.
m  Laresolucion del problema matematico.

m  lainterpretacion de los resultados obtenidos.

El texto es totalmente flexible; entre sus principales ventajas destaca el hecho de que el alumno y/o
el profesor pueden elegir diferentes estrategias de uso de la informacién del libro y ni uno ni otro se
ven forzados a estudiar los contenidos unidad por unidad; es decir, es posible ajustarlo a las propias
necesidades de cada lector.

Los problemas resueltos, que se incluyen a lo largo de todas las unidades, ofrecen al alumno la
posibilidad de entender, paso a paso, la soluciéon a dichos problemas, proporcionando las herramien-
tas necesarias para resolver, él mismo, los problemas que se encuentran al final de cada unidad.

La obra se divide en cinco unidades. La unidad 1 estd dedicada a la modelacién matematica
usando ecuaciones diferenciales; mientras que en la unidad 2 se expone el tema de solucién de
ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden; por su parte, en la unidad 3 se presenta el tema
de las ecuaciones diferenciales lineales de orden superior; la unidad 4 estd dedicada al estudio de
la solucién de ecuaciones con series de potencias, y, por Ultimo, en la unidad 5 se aborda el tema de la
solucién de ecuaciones con transformadas de Laplace. Ademas se incluye un Apéndice: Formulario
de matematicas.
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UNIDAD
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Modelamon matematica
usando ecuaciones
diferenciales

Diferenciar los tipos de ecuaciones diferenciales.

Conocer y aplicar el método de Euler en la solucién de problemas.

Comprobar que una funcién es solucién de una ecuaciéon diferencial dada.
Construir las iséclinas de una ecuacién diferencial.

Determinar soluciones particulares a partir de la solucién general de una ecuacién
diferencial.

o Modelar con un problema de valor inicial un problema dinamico.

¢ QUE SABES?

¢Qué es una ecuacién diferencial?

¢Por qué son ttiles las ecuaciones diferenciales?

;Cudntos tipos de ecuaciones diferenciales conoces?

¢;Para qué sirven las ecuaciones diferenciales en economia?

¢;Por qué son importantes las ecuaciones diferenciales en la arqueologia contemporanea?
¢Como aplicas las ecuaciones diferenciales en ingenieria?




Modelacion matematica usando ecuaciones diferenciales

1.1 Introduccién

En toda actividad cientifica contemporanea es imperioso describir los fenémenos naturales en el len-
guaje de las matematicas. En este capitulo se analizan fenémenos modelados mateméaticamente me-
diante el uso de ecuaciones diferenciales.

También, se estudia la terminologia empleada en estas ecuaciones, asi como una variedad amplia
de aplicaciones de las mismas.

1.2 Conceptos basicos y terminologia
empleada en las ecuaciones diferenciales

Una de las formas de modelar fenédmenos naturales es mediante su caracterizacién a través de una
funcién matematica, digamos G = G(x, y, z, t).

A su vez, una de las formas para modelar los cambios de esta funcion, G, de la posicion (x, y, 2) y
del tiempo t, es a través de una ecuacién en la cual estan implicadas la funcién G = G(x, y, z, t) y sus
derivadas.

A continuacion se presenta un ejemplo de caida libre de un cuerpo.

Cuando un cuerpo cae en caida libre, actlian sobre él la fuerza de la gravedad y, por ende, la ace-
leracion de la gravedad; entonces, su ecuacion de movimiento esta dada por:

\/\
Figura 1.1

La ecuacion de movimiento del objeto es:

Por tanto, en el eje vertical, la ecuacién es:

d?y dv
-mg=m—2>=g-=

gz 97 &

Sabemos que g = 9.8 m/s? es una constante, pero la velocidad es una funcién del tiempo. En esta

ecuacién se estd derivando con respecto al tiempo, por lo que es una ecuacién diferencial. Entonces,
¢qué es una ecuacion diferencial?
Alerta

La variable dependiente

es la que se est4 derivando Una ecuacién diferencial es una igualdad que contiene diferenciales de
y la variable independiente la variable dependiente y de la variable independiente. Asimismo, es una
es aquélla con respecto a la igualdad que contiene una o mas derivadas.

que se deriva.

Por ejemplo, en la

ecuacion diferencial Entonces, —g = % es una ecuacioén diferencial; la velocidad depende del tiempo. Por tanto, la solu-
2
% + 3% +5x =0, ciéon es v(t), donde v es la variable dependiente y t la variable independiente:
la variable dependiente d v t
. v
es xy la variable —-g=—>=dv=—gdt= J.dv = —gjdt = v(t) =v,—gt
independiente es . dt vo 0
2
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Figura 1.2 Posicién, velocidad y aceleracion en caida libre.

Generalizando, podemos decir que una ecuacién diferencial es de la siguiente forma:

dy
=y = f(x,

o= =y

dzy n r

o =f(x, y, ¥
dy ()

=y = f(x, y, y .y
g =Y Oy y y™)

En estos casos, y es la variable dependiente y x es la variable independiente.

Regresando al ejemplo del cuerpo en caida libre; entonces, al resolver la ecuacién de movimiento
encontramos la velocidad con respecto al tiempo, es decir como varia la velocidad con el tiempo; esto
es, la velocidad cambia con respecto al tiempo:

v(t) = v, — gt

En general, jpara qué sirven las ecuaciones diferenciales? La respuesta general es para modelar pro-
blemas de cambio. A través de una ecuacién diferencial se pueden modelar cambios de cualquier va-
riable, por ejemplo, de posicién, de temperatura, de poblacién, de capital; en fin, de cualquier cambio
que se presente en la vida cotidiana.

1.3 Clasificacidn de las ecuaciones diferenciales
de acuerdo con su tipo

Las ecuaciones diferenciales que contienen derivadas de una o mas variables dependientes con res-
pecto a una sola variable independiente se llaman ecuaciones diferenciales ordinarias. Por ejemplo:

d* db

—5 t—*+50-7)=0

dt>  dt
Las ecuaciones diferenciales que contienen derivadas parciales de una o mas variables dependientes
con respecto a dos o més variables independientes se llaman ecuaciones diferenciales parciales. Por
ejemplo:

du  ,d%u

oz S a0




1 Modelacion matematica usando ecuaciones diferenciales

El siguiente diagrama ilustra esta clasificacion:

1
| Tiene derivadas

Tiene derivadas parciales de una o
l més variables

Figura 1.3

I Clasificacion de acuerdo con el orden
El orden de una ecuacién diferencial es el de la derivada mas alta contenida en ella.
—> flxy,y')=0

Primer orden

—>flyyy)=0

Segundo orden

l

ooy y,y" .y™=0
Ordenn

Figura 1.4

I Clasificacion de acuerdo con el grado

El grado de una ecuacién diferencial es la potencia a la que esta elevada la derivada mas alta, siempre
y cuando la ecuacién diferencial esté dada de forma polinomial.

B Ecuacién diferencial ordinaria lineal
Una ecuacién diferencial lineal es aquella en la que:

m La variable dependiente y y todas sus derivadas son de primer grado.

m Cada coeficiente de yy sus derivadas dependen solamente de la variable independiente x, 0 es una
constante, es decir tiene la forma:

n n-1
dry (x)d y

d
o +a,_, o + ..+ a1(x)—y + a,(x)y = F(x)

dx

a,(x)

B Ecuacién diferencial ordinaria no lineal

Este tipo de ecuaciones diferenciales no cumple las propiedades anteriores. Observa los ejemplos y
sus caracteristicas:

m La ecuacion diferencial y” + xyy’ = sen x es una ecuacién diferencial ordinaria, de orden 2, grado

1, no lineal.
o ., 0% 0% S . .
m La ecuacién diferencial ¢ e + 57 = A es una ecuacién diferencial parcial, de orden 2, grado 1.
r

m La ecuacidén diferencial x — X =0 es una ecuacié i i inaria, de orden 3,
L dif [ X3y — x2yy" + 0 ecuacién diferencial ordinaria, de orden 3
grado 1, lineal.
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m La ecuacién diferencial y" + 2x3y’ — (x — 1)y = xy® es una ecuacién diferencial ordinaria, de orden
2, grado 1, no lineal.

2

2

m La ecuacién diferencial (guj + s—z = X es una ecuacién diferencial parcial, orden 2, grado 1.
X y y

1.4 Solucién de las ecuaciones diferenciales

La solucién de una ecuacién diferencial es una funcién y = ¢ (x), determinada en el intervalo (a, b), con
sus derivadas sucesivas que satisfacen dicha ecuacion. Esto significa que al sustituir dicha funcién y sus
derivadas en la ecuacion diferencial se obtiene una identidad de x en el intervalo (a, b).

Por ejemplo, la funcién y = sen x + cos x es soluciéon de la ecuacion diferencial y' = cos x — sen x;
sustituyendo en la ecuacién diferencial, se obtiene:

COS X —sen X=C0s X —sen x

La gréfica de una solucion de la ecuacién diferencial se llama curva integral de la ecuacién.

f(x) =sen (x) + cos (x)

f(x) =sen (x)

Figura 1.5

Curva solucién y curvas que la componen.

Problema resuelto \

Sea la funcién y = 2x* — 2x% — 13x + 22, comprobar que esta es la solucién de la ecuacion diferencial
y"=12x-4.

Solucién

Para la comprobacién se toman la primera y la segunda derivadas de y:

y'=j—y=di(2x3—2x2—13x+22)=(6x2—4x—13)
IX IX

2
":%:di(éxz—4x—13):12x—4

IX IX

Asi, con la segunda derivada se obtiene precisamente la ecuacién diferencial.




Modelacion matematica usando ecuaciones diferenciales

I Existencia y unicidad

Cuando un problema de valor inicial modela matematicamente una situacién fisica, la existencia y
unicidad de la solucién es de suma importancia, pues, se espera tener una solucién, debido a que
fisicamente algo debe suceder. Por otra parte, se supone que la solucion sea Unica, ya que si se repite
el experimento en condiciones idénticas, se deben esperar los mismos resultados, siempre y cuando el
modelo sea deterministico. Por tanto, al considerar un problema de valor inicial es natural preguntarse
por los siguientes conceptos:

1. Existencia: ; Existird una solucién al problema?
2. Unicidad: ; En caso de que exista solucién, sera Gnica?

3. Determinacién: ;En caso de que exista solucién, como la determinamos?

Soluciones de una

ecuacion diferencial
{Esta solucién es tnica?
Condiciones
iniciales Solucion
particular
Figura 1.6

Entonces, para una ecuacién diferencial ordinaria de primer orden:

y =1f(x,y)
Por tanto, hay que determinar una funcién y =¢ (x) que satisfaga la ecuacion anterior con una condicién
inicial y(xo) = Yo
El Teorema de Cauchy solo garantiza la existencia y unicidad de la solucién bajo ciertas condicio-
nes restrictivas:

Teorema de Cauchy
Si f(x, y) es analitica en un dominio que contiene al punto (x,, y), existe una, y solo una, funcién anali-
tica ¢(x) que satisface la ecuacion:
,_ gy
y'=—="=1(x,y) con y(x,) =y,
dx
Se dice que una funcién es analitica si es derivable un nimero infinito de veces; una condicién menos

exigente para que exista solucion y sea Unica (aunque no necesariamente analitica), es que se satisfaga
una condicién de Lipschitz.

Ahora, supongamos que tenemos una funcién f(x, y) definida en un dominio del plano xy. Se dice
que la funcién f(x, y) satisface una condicién de Lipschitz (respecto de y) en el dominio si existe una
constante M >0 tal que:

[F0x, y2) = F(x, y,)| © My, = v,
para todos los puntos (x, y;) y (X, y,) que pertenezcan al dominio. Entonces, a la constante M se Illama
constante de Lipschitz.

Una condicién suficiente para que se pueda verificar una condicién de Lipschitz es que exista df/dy
y esté acotada en el dominio, D. Si es asi, efectivamente, se satisface una condicién de Lipschitz (res-
pecto de y) en el dominio, Dy M, que esta dada por:

M = su%jaf(x' y)‘
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En efecto:

donde & € (y,, y,)

f(x, y,) = f(x, y,) = (y, - yz)éf(ax, &)

Ahora, supongamos el dominio D definido del siguiente modo:

‘x‘ < g y‘ <b
y la funcién f(x, y) dada por:
f(x, y)=y?
como df/dy existe y esta acotada en el dominio D:
af(x, y) _ 2y

ay
M = su%ff(x'y) =2b
(x.y) dy

‘f(xl y) = f(x, )/2)‘ = ‘YWZ _yg‘ = ‘Y1 +YZHY1 _YZ‘ < 2b‘)’1 _Y2‘

Entonces:

Sin embargo, aunque esta condicion (sobre la derivada parcial) es una condicion suficiente, no es ne-

cesaria, como se ve en el ejemplo siguiente:

f(x, y) = x‘y‘ en ‘x‘ <a; y‘ <b
Que cumple una condicién de Lipschitz:

‘f(X: y) —f(x, Y2)‘ = ‘X‘YW‘_X‘YZH < ‘XH% _YZ‘ < a‘)’w _yZ‘

. ., of .
a pesar de que la derivada parcial oy O existe en el punto (x, 0).
y

Problema resuelto "\

¢Existe la solucion de la ecuacién diferencial y’ = — con y(xg) = 0?
Yy

Solucién

Entonces, si:

1 of 2
fx,y)=—,—=-—
y

dy vy

- - . . of :
En los puntos (x,, 0) no se cumplen las condiciones. La funcién f(x, y) y su derivada parcial — son dis-
continuas en el eje x, por lo que no hay solucién al problema de valor inicial. 4

Problema resuelto "\

Indicar la regién del plano xy en donde existe la solucién de la ecuaciéon diferencial y' = xy + e7.

Solucién

La funcién f(x, y) = xy + e y su derivada parcial g—f = X — e son continuas con respecto a Xy y en
y

todos los puntos del plano xy. Por tanto, la vecindad en la que la ecuaciéon dada tiene solucién Unica
es todo el plano xy.

m Alerta

Para un problema con valor
inicial:

y' =1(x,y) cony(0) = y,

La solucion existe si f(x, y)
es una funcion de valores
reales y continua en una
region abierta que contenga
el punto.

La solucion es Gnica si
f(x, y) es continuamente
diferenciable en la region
abierta que contiene el
punto.




Modelacion matematica usando ecuaciones diferenciales

La solucién general de una ecuacién diferencial es la funcién que contiene una o mas constantes arbi-
trarias obtenidas de las integraciones sucesivas.

Problema resuelto "\

¢La funcion y = 4x2 + C,x + C, es la solucién general de la ecuacién diferencial y” = 8?

Solucién

Tomemos la primera derivada de y:

,_dy _d
y_dx_dx

Ahora, tomemos la segunda derivada de y:

=9y i[ﬂ) -9 ex+c)=8

(4x% + Cx +C,) = 8x + C,

T2 dx| dx dx

Problema resuelto "\

cs . ;. .z . s . . X
¢La funcion implicita x2 + y? = ¢ es la solucién de la ecuacion diferencial y' = —=?
Yy

Solucién

Derivando implicitamente x? + y? = ¢, obtenemos:

dy
2x+2y—=0
x+2y—
Despejando % se obtiene:
d__2x__x
dx 2y y

La ecuacion x? + y? = c representa una familia de circunferencias.

2 —
| r+y=C

1 +—
N/
R\
-2 —

I I

= 0 2
Figura 1.7

Solucién implicita

La ecuacion F(x, y) = 0 es una solucién implicita de una ecuacion diferencial en un intervalo dado |, si
define una o mas soluciones explicitas en .
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Problema resuelto "\

¢La funcién implicita x + e = 0 es la solucién general de la ecuacion diferencial 1+ e¥y + e¥xy’ = 0?

Solucién

Derivamos la ecuaciéon x +e¥ = 0 con respecto a x:

dy
14+ ¥ du sw—=L
e [y X X) 0

1+eYy+xy'e? =0

La cual es idéntica a la ecuacién diferencial, asi la funcion implicita si es solucion de la ecuacion dife-
rencial dada.

Soluciones particulares o problemas con valores iniciales

La solucién general de una ecuacién diferencial representa una familia de curvas. Con frecuencia, es
necesario encontrar la solucién de una ecuacién diferencial dada que satisfaga una condicién inicial
dada; en este caso, se estard encontrando una solucién particular y se dird que se esta resolviendo un
problema con valores iniciales.

La solucién particular de una ecuacién diferencial es la funcién cuyas constantes arbitrarias tienen
un valor especifico que depende de las condiciones iniciales que debe satisfacer la ecuacién dife-
rencial.

Problema resuelto "\

La ecuacion diferencial y' + 3y = 0y la condicién inicial y(0) = 2 constituyen un problema con valores
iniciales. La solucién general de la ecuacién diferencial y = Ce=; dicha funcién representa una familia
de curvas, como se observa en la figura siguiente. Se requiere establecer cul es la solucién particular.

Figura 1.8

Solucién

La solucion particular y = Ce=* debe satisfacer que y(0) = 2:

y(0)=Ce®@ =C =2

La solucion particular es, por: y = 2e73*.

En la figura, la linea mas gruesa representa la solucién particular.
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Problema resuelto "\

La ecuacién diferencial y"" + 5y + 6 = 0 y las condiciones iniciales y(0) = 0 y y'(0) = O constituyen un
problema con valores iniciales. Establecer la solucién general y la solucién particular.

Solucién

La solucién general de la ecuacion diferencial es:
y = —% + % cosy/5x + @ cosy/5x + G, g sen\/gx,

Esta funcién representa una familia de curvas:

Figura 1.9

Sustituimos las condiciones iniciales y(0) = 0 y y'(0) = 0, entonces:
y(0) = —g + % cos/5x + C, cos J5x + (& g sen/5x

y'(0) =— % senv5x — \/gQ senx/gx + C, cos \/gx

y(0) = —% + % cos(x/g(O)) +# € cos(\/g(O)) +C, % sen(x/g(O)) =0

y(0)=—§+§+c1=0=>c1=0

y'(0) = —#(sen J5(0) = v/5¢, (sen +/5(0)) + C, (cos +/5(0))

Problema resuelto "\

. 1,2 - ) o . .
La funcién y = gezx es la solucion particular de la ecuacion diferencial y' — 4xy = 0 con la condiciéon

1
inicial y(0) = —.
inicial y(0) 5

Solucién

Para verificar que y es solucién de la ecuacién diferencial, tomemos la primera derivada de y.

dy df1 ,2 1 ,2d 4x 2
= 2 T e | = et 2 (9x2) = 2 g2x
YT dX(Se ] 5° dx(X) 5°
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Sustituyendo en la ecuacién diferencial el valor de yy de y':

4—)(e2X2 —4x lezx2 =0
5 5
&

Y y

La solucion particular debe satisfacer la condicion inicial:

1
0)=—
y(0) 5

En este caso se tiene:

1 _aw? _

y(0) = ge

1o
ST

gl —

» 1 52 " . e A
En efecto, hemos demostrado que la funcion y = gezx es la solucién particular de la ecuacién diferen-

cial y'—4xy = 0 con la condicién inicial y(0) = %

Problema resuelto \

Encuentre una ecuacién diferencial cuya solucién general sea y = ax + b.

Solucién

Derivamos a la funcién y = ax+ b

y la derivamos nuevamente

Esta es la ecuacion.

1.5 Curvas ortogonales

Como ya vimos, dada una ecuacién diferencial, y' = f(x, y), su solucién general depende de una sola
constante. El problema inverso es dada una familia de curvas, dependiendo de un pardmetro, obtener
la ecuacién diferencial cuya solucion sea la familia de curvas dada.

Si la familia de curvas es f(x, y, ¢) = 0, derivamos implicitamente respecto de la variable x y obte-
nemos la relacién:

0
alx, y, Y o=0
ox
Entonces, de ambas ecuaciones debemos eliminar el pardmetro C.

Dada una familia de curvas f(x, y, c) = 0, se desea encontrar otra familia F(x, y, c) = 0, tal que
para cada curva de la primera familia que pasa por el punto (x,, y,) exista otra curva de la segunda
familia que también pase por ese punto y sea ortogonal a ella (es decir, sus tangentes han de ser per-
pendiculares en (xo, yo)).

Esto es, siu(x, y, y') =0 es una ecuacién diferencial de f(x, y, C) =0, entonces ¢(x, v, - 1,J =0lo
y

esde F(x, y, C) =0. A la familia de curvas F(x, y, C) =0 se le llama trayectorias ortogonales.

11




1 Modelacion matematica usando ecuaciones diferenciales

Problema resuelto "\

Determinar las trayectorias ortogonales de la familia de curvas xy = C.

Solucién

Primero, se deriva para encontrar la ecuacion diferencial de la familia:

xdy+ydx=0:>y’=%=—Z
x X

Enseguida, se obtiene la pendiente de las trayectorias ortogonales:

1

m, =——
h

m,

Por tanto, la ecuacién diferencial de la familia de curvas de las trayectorias ortogonales es:

dy  x
oy
Por ultimo, se resuelve la ecuacién diferencial, para lo cual se integra:
XZ y2
—xdx=ydy:>—7=7+sz2+y2=K

f(x) = 5/x
f(x) =-5/x
f(x) = 10/x
f(x) = -10/x
f(x) = 15/x
f(x) =-15/x

f(x) = sqrt(16 - x * 2)
f(x) =-sqrt(16 - x * 2)
f(x) =sqrt(25 - x * 2)
f(x) =-sqrt(25 - x " 2)
f(x) = sqrt(36 — x * 2)
f(x) = -sqrt(36 — x * 2)

Figura 1.10

1.6 Campo direccional

Los valores de la funcién y’, valuados
en los puntos (x, y), determinan la di-

reccion de rectas tangentes en los
puntos (x, y), debido a que el valor de
y” en el punto (x, y) es el valor de la
pendiente de la recta tangente (véase

figura 1.11).

Al conjunto de segmentos de estas
rectas tangentes se le denomina cam-

po direccional. 1

Figura 1.11 0 1
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Una manera de construir de forma sistemética el campo direccional de una ecuacién diferencial es
llevando a cabo los pasos siguientes:
m Construir una malla en la region del plano xy, en donde nos interesa conocer el campo direccional.

m Evaluar y” en cada uno de los puntos de esa malla. El valor de y” es el valor de la pendiente de la
recta tangente a la funcién y que pasa por ese punto.

m Construir segmentos de recta con las pendientes dadas en cada uno de los puntos de la malla.

Problema resuelto \

Construir el campo direccional de la ecuacién diferencial y’ = 5.

Solucién

m Primero, construimos una malla en los intervalos de
x, [0, 5], y de y, [0, 5]. 4
2
0
Figura1.12 0 2 4
m Entonces, y’ =5 para todos los puntos de esta g A4 4 4 4 4 4 4 4 4
malla. Por tanto, m = 5 para todas las pen- ol Wl b W W
dientes de las rectas tangentes que pasan por
los puntos de la malla. Esto significa que to- ) /S S 7 S 'S 7 S

das las rectas tangentes hacen un angulo de
78.69° con respecto al eje de las x.

m Enseguida, construimos segmentos de recta 3
orientados a 78.69° con respecto al eje de las /7 T T T T T
x en cada uno de los puntos de la malla.

Figura 1.13 X

Campo direccional para la ecuacién diferencial y' = 5.

5 T T T T T

4

Figura 1.14 X
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1.7 lsdclinas

Las iséclinas son curvas que atraviesan segmentos de pendientes iguales.

Problema resuelto \

Construir el campo direccional y las iséclinas de la ecuacion diferencial y' = 2x.

Solucién

De acuerdo con el proceso explicado antes para la construcciéon de forma sistemética del campo direc-
cional de una ecuacién diferencial:

m Primero, construimos una malla en los intervalos de x, [-4, 4] y de y, [0, 10].

m Enseguida, puesto que y' = 2x, entonces:

x=-4,y=-8=m=-8= 0 =tan'(-8) = -82.87°
x=-3,y=-6=m=-6= 0 = tan"'(-6) = -80.53°
x==2,y=-4=m=-4= 0 =tan'(-4) = -75.96°
x=-ly =-2=m=-2= 0 =tan'(-2) = -63.43°
x=0,y=0=>m=0= 0 =tan'(0) = 0°

x=1y =2=>m=2= 0=tan(2) = 63.43°
x=2,y=4=m=4= 0 =tan'(4) = 75.96°
x=3,y=6=>m=6=0=tan(6) = 80.53°
x=4,y=8=m=8= 0 =tan'(8) = 82.87°

m Por Ultimo, construimos segmentos de rec- 10 — - - T T T T
ta orientados, con la pendiente indicada en B N 1, / f / i
cada uno de los puntos de la malla. . \ \ \\ / )

N
RN vr o
: N 1
SRR\ \ + i3 1
: & 1
Y NN -
: ST
0 I L \ L \ L \\I _->I ] 1 1 1 ]
-4 3\ -\ -1~ 0 1 2 3 4
Figura 1.15 S
Lasrectas x=—-4, x=-3, x=-2, x=-1,x=0, 10 — T T T T T T
x=1,x=2,x=3, x=4, son las iséclinas. yooL ¥ \ i\ A, // f / i
8 4
N
SR \\ LV o
: T -
- LN T 7 ]
“ T T
- & \ \\ —— // -
: S
L -+ i
0 1 x 1 \ 1 \\I 1 1 1 1
-4 3\ -\ 21N 0 1 2 3

<

\is()clinas—/

Figura 1.16




Grupo Editorial Patria®

En la siguiente grafica se muestra la familia de curvas solucién.

10 ,
y o[ \\\\'\\'__,' //l‘//fl |
8 4
| ~\\\\ 7E
6 ,
I \ N
\ \\ / —— Curvas solucion
4 4
- \\ //f /|
2 4
\ /T
0 |¥| \I \\/ 1
-4 3y - -1 0 1 4
Figura 1.17 \iséclinas—/‘ g
y
10
(A ot t ot
# ! tt tt
R 1 tiE ot
1 ARAR IR LRI R
S IRHRITAY P
' AR AR :1f:f:::
i ‘ i ¥ 4 ot
0 ) { LI L
1 0t vy NENENTE }
1 IRAR ¥ ottt 4
\ ARAL f:: : tf
=5 :‘ ¥ tipt t
* Ixa
Figura1.j8 ) t t t Iy X f
Curvas solucion | N : ; t[t ' vy
e isoclinas
(Méxima 5.24.0). -10 0 5 10
X

1.8 Soluciéon numérica de una ecuacién diferencial

Los métodos de solucién de las ecuaciones diferenciales se pueden resumir en:

I Método analitico

Método que consiste en la bisqueda de soluciones a las ecuaciones diferenciales.

I Anélisis cualitativo

En este método se utiliza a la ecuacién diferencial como fuente de informacién sobre las propiedades

de las posibles soluciones.

I Andlisis numérico

Aproximacién a los valores de la solucién.

Una forma de aproximar una solucién de una ecuacién diferencial con valor inicial:

y' =f(x, y)

y(Xo)

=Yo

es por medio de la recta tangente que pasa por ese punto; es decir, vamos a linealizar el problema acer-
candonos con una recta que pase por un punto dado y que sea tangente a la curva en dicho punto.

15
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Pendiente de la recta

tangentey’
gentey Recta tangente

ST P,

Figura 1.19
La ecuacién de la recta tangente estad dada por:

y=mx+b

La pendiente es igual a y' = f(xo, yo); la recta tangente y la curva pasan por el punto (xo,yo), en-
tonces:

Yo = f(xo, Yo)xo +b Cb¥*y, - f(xo, YO)Xo
Asi pues, la ecuacién de la recta tangente es:
y= 7C(XO' YO)X + Yo~ f(XOl yO)XO

y= f(XO' Yo)(x - Xo) + Yo
Entonces:

Y= Y(Xo + h) = y/(XO' YO)(XO +h- X0)+)’o = y/(xo: )’o)h+)’o

X, =X, +h Y1:f(xo')’o)h+)’o

X, =X +h=x,+2h yZ:f(x1,y1)h+y1

X3 =X, +h=x,+3h y3:f(x2,y2)h+y2
X, =X, ,+h=x,+(n="h y, = f(er, yn71)h+ Yo
Xn+1:Xn+h:XO+nh yn+T:f(Xn:yn)h+yn

Es obvio que la aproximacién serd mejor entre mas pequefio se elija el paso hy el intervalo en donde
se va a graficar la curva solucién no sea muy grande; siempre va a existir un error absoluto ente el valor
real de la funcién y la aproximacién a la solucion con el método de Euler:

error = valor real de la funcién — aproximacion

Figura 1.20
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Para encontrar los valores de la funcién aproximados, se puede usar la ecuacion de recurrencia:

You = (X, v, )h +y,

Problema resuelto "\

Utilizar el método de Euler para encontrar la solucién numérica de la ecuacion diferencial y' = 2xy, que
pasa a través del punto (0,1). Usar un paso de h=0.1.
X =0
Yo=1
h=0.1
f(x, y) = 2xy
La solucién particular exacta, como después veremos, es: y = e
X, Your =Tl Y0+, y=e'
0 1 1
0.1 1 1.01005017
0.2 1.02 1.04081077
0.3 1.0608 1.09417428
0.4 1.124448 1.17351087
0.5 1.21440384 1.28402542
0.6 1.33584422 1.43332941
0.7 1.49614553 1.63231622
0.8 1.70560591 1.89648088
0.9 1.97850285 2.24790799
1 2.33463336 2.71828183
28 T T T T
26 y(x) aproximado m
X) real
s y) |
B
22 —
y 2r .
18 — =
16 — =
14 =
12 - -
1
) 1
Figura 1.21

I Método de Euler mejorado
Este método se basa en la misma idea del método de Euler (postulado antes), pero este hace un refi-
namiento en la aproximacién, tomando un promedio entre ciertas pendientes.
La férmula es la siguiente:
w(xn')/n) + f(XnH'y*nH) E
2

yn+1 = yn + h
Donde:

.y*n+1 = yn + hf(xn' .yn)
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Para entender esta férmula, analicemos el primer paso de la aproximacién, con base en la siguiente
gréfica:

Curva solucion

20 F

15

10 [

5

T 1 e T T T T Y O B I

- 05I-7 15 2 25 3
Figura 1.22

En la gréfica, se puede observar que la pendiente promedio m corresponde a la pendiente de la recta
bisectriz de la recta tangente a la curva en el punto de la condicién inicial y que la “recta tangente” a la
curva en el punto (x;, y4), donde y;, es la aproximacion obtenida con la primera férmula de Euler. Esta
recta bisectriz se traslada paralelamente hasta el punto de la condicién inicial, y se considera el valor
de esta recta en el punto x = x;, como la aproximacién de Euler mejorada.

Problema resuelto "\

Utilizar el método de Euler mejorado para encontrar la solucién numérica de la ecuacién diferencial
y' =2xy que pasa a través del punto (0, 1). Usar un paso de h=0.1.

X, =0

Yo=

h=0.1
f(x, y) = 2xy

Solucién

A diferencia del método de Euler, en cada iteracion requerimos de dos calculos en vez de uno solo;
primero, el de y,, y posteriormente el de y,.

Los datos iniciales son:

X =0
Yo=1
h=0.1
f(x, y) = 2xy
X, Yorr =l g+, Voo =t b, ) y=¢
0 1 1 1
01 1 101 101005017
02 102 1,0405 1.04081077
03 1.0608 1.0935502 100417428
04 1.124448 117332926 117351087
05 121440384 128682336 128402542
06 133584422 144511018 143332041
07 149614553 1.66566689 163231622
08 170560591 1.9765607 1.89648088
09 1.97850285 242432495 224790799
1 233463336 3.08947633 271828183
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28 T T T T
26 L y(x) Euler m
y(x) Euler mejorado o

y(x) real

24
22

14 -

12 |-
1 | | |

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Figura 1.23 s

La aproximacién obtenida con el método de Euler mejorado es:
y(0, 5) ~ 1.28682336

Por tanto, el error relativo es:

|1 .28402542 —1.28682336

x 100%| = 0.218%
| 1.28402542

1.9 Modelos matematicos usando ecuaciones diferenciales

Las matematicas constituyen una herramienta Util para la soluciéon de problemas, en especial cuando
tratamos con problemas en los que se presenta el cambio de una variable dependiente con respecto
a una variable independiente; las ecuaciones diferenciales son Utiles en la modelaciéon matematica de
dichos problemas.

I Modelo matemético

Un modelo matematico es la descripcién matematica de un sistema o fenémeno de la vida real.

La formulacién de un modelo matematico implica:

m |dentificar las variables causantes del cambio de un sistema.

m Establecer un conjunto de hipétesis razonables acerca del sistema (leyes empiricas aplicables).
Con frecuencia, las hipdtesis de un sistema implican la razén o tasa de cambio de una o més va-

riables que intervienen. El enunciado matematico de esas hipotesis consiste en una o més ecuaciones
donde intervienen derivadas, es decir, ecuaciones diferenciales.

El proceso de modelado sigue basicamente los siguientes pasos:
1. |dentificacién de variables, estableciendo una notacién matematica.
2. Leyes empiricas que se pueden aplicar.

3. Planteamiento de las ecuaciones.

En los siguientes ejemplos presentaremos el modelo matematico para diferentes situaciones.

Desintegracién radiactiva

A fines del siglo XX se realizaron descubrimientos importantes relacionados con la produccién natural
de radiacién de alta energia proveniente de ciertos elementos. Por ejemplo, en 1896 el francés Henri
Becquerel encontré que una pieza de un mineral que contenia uranio podia producir imagenes su-
yas en una pelicula fotografica, en completa ausencia de luz. El atribuyé este fenémeno a la emisién
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espontanea de radiacion del uranio, fendmeno que bautizéd con el nombre de radiactividad. Asi, a

comienzos del siglo XX ya se conocian al menos tres tipos de emisiones radiactivas: los rayos gamma
(y), las particulas beta (f) y las particulas alfa («).

Rendija  Bloque

de plomo

Sustancia
radiactiva

Pelicula

fotografica Polos

Figura 1.24 depila

Henri Becquerel y los esposos Curie obtuvieron el premio Nobel de Fisica en 1903, gracias a sus estu-
dios y descubrimientos relacionados con la radiactividad.

Se sabe que la inestabilidad de los nucleos provoca la emisién de varios tipos de radiacion.

—_
o

Figura 1.25
Henri Becquerel.

o —— Radiactividad ——»

0 4500 9000 13500 18000
Figura 1.26 —— > Tiempo millones de alos —————— >

Ahora, nos interesa construir un modelo matemético del fenémeno, para lo cual se analizara el siguien-
te ejemplo:
Alerta

Una sustancia se

desintegra con una rapidez Problema resuelto \
proporcional a la cantidad
presente.

Si en 11.7 dias se desintegra 1/3 de la masa de una sustancia radiactiva, ;qué cantidad de la masa
original queda después de 20 dias?

Solucién

Para la solucién de este problema:

1. Se establecen las variables.

Del enunciado observamos que la masa varfa con respecto al tiempo, entonces la variable inde-
pendiente es ty la variable dependiente es M.
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Sea, entonces:
My = M(0) = masa de la sustancia, en el tiempo t=0.
M (t) = masa de la sustancia a cualquier tiempo.
2. Se formula el modelo matematico:
El enunciado dice que la sustancia se desintegra con una rapidez proporcional a la cantidad pre-
o om . : . am :
sente, esto significa que la razén de cambio de la masa con respecto al tiempo: - = negati-

vamente proporcional a la masa presente en cualquier tiempo, ya que el enunciado expresa que
la sustancia se esta desintegrando; esta es la razén del signo menos. Esto, expresado en forma
matematica, seria:

dm

— =-AM
dt

3. Se establecen las condiciones iniciales.

La cantidad de masa existente a los 11.7 dias es 2/3 de la masa original, puesto que se ha desin-
tegrado 1/3 de la masa original.

M(11.7 dias) = 2M,/3
4. Se resuelve la ecuacion diferencial.

La ecuacién diferencial a resolver es:

=AM
dt

Con la condicién inicial: M(11.7 dias) = 2M/3.

Carbono 14

Hasta 1940, determinar la antigliedad de los objetos arqueoldgicos en términos de afios, o sea esta-
blecer la fecha de su creacién (fecharlos), era un suefio para los arquedlogos, por lo que muchas de sus
teorias no eran consideradas mas que afortunadas ocurrencias. Sin embargo, en 1949 se dio a conocer
la posibilidad de fechar materiales orgénicos con una técnica llamada fechamiento por radio-carbono,
descubierta por William Libby (Premio Nobel de Quimica de 1960), de la Universidad de Chicago. Es
indudable que la técnica del radio-carbono, cominmente conocida como carbono 14, es una de las
técnicas que han sido usadas con mayor éxito en diferentes areas de las ciencias.

Uno de los principales aportes de esta técnica ha sido demostrar que es posible determinar la an-
tigliedad de un material con base en el conocimiento profundo de los procesos naturales, que pueden
ser relacionados con el tiempo. Por tanto, el radio-carbono también ha sido til para plantear otras
técnicas de fechamiento basadas en la radiactividad.

Durante su vida, los vegetales absorben continuamente carbono 14, el cual, por ser un material
radiactivo, se desintegra. De esta forma, se ha podido demostrar, en pruebas de laboratorio, que la
cantidad de carbono 14 presente durante la vida de un ser vivo se mantiene constante hasta su muer-
te, momento en que cesa de absorberlo; a partir de entonces, la cantidad de carbono 14 empieza a
disminuir.

Problema resuelto "\

Un paleontdélogo hallé el hueso fosilizado de un animal, el cual, después de un anélisis del laboratorio,
se descubrié que contiene una milésima de la concentracién de C-14 que se encuentra en la materia
viva. Estimar la edad del ésil.
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Solucién

1. Establecer las variables.

La cantidad de C-14 varia con respecto al tiempo, entonces la variable independiente es ty la
variable dependiente es M.

Sea:
My = M(0) = cantidad de carbono 14, en el tiempo t=0.
M(t) = cantidad de carbono 14 a cualquier tiempo.
2. Formular el modelo matematico.
El C-14 se desintegra con una rapidez proporcional a la cantidad presente, esto significa que la
razén de cambio de la masa con respecto al tiempo c;—l\t/’ es negativamente proporcional a la can-
tidad presente en cualquier tiempo. Esto se expresa en forma matematica como:

dm

- _am
dt

3. Condiciones iniciales.

Sabemos que la cantidad de C-14 existente a los 5 600 afios es 1/2 (mitad) de la cantidad original;
entonces, se puede decir que se ha desintegrado 1/2 de la cantidad original:

1/2M, = M(5 600)

4. Se resuelve la ecuacion diferencial:
L . dm
La ecuacion diferencial a resolver e =-AM.

Con la condicién inicial, entonces:

M(5 600 afios) = My/2.

Ley del enfriamiento de Newton

La ley del enfriamiento de Newton establece que la velocidad de enfriamiento de un cuerpo es pro-
porcional a la diferencia de las temperaturas del cuerpo y del medio ambiente.

Problema resuelto \

La temperatura de una sustancia que se halla en una habitacién que esté a 30 °C baja de 100 °C a 80
°C en 15 minutos; determinar la temperatura de la sustancia al cabo de 20 minutos.

Solucién

1. Se establecen las variables.

Del enunciado observamos que la temperatura varia con respecto al tiempo, entonces la variable
independiente es ty la variable dependiente es T.

Sea:
T, = T(0) = temperatura, al tiempo t=0.
T, =100 °C
T,, = temperatura del medio ambiente

T(t) = temperatura del cuerpo a cualquier tiempo.
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2. Se formula el modelo matematico.
: : : L dT : . :
El enunciado dice que la velocidad de enfriamiento, L= proporcional a la diferencia de las
temperaturas del cuerpo y del medio ambiente. Por tanto:

dT

e A(T-T,)

3. Condiciones iniciales:
Al tiempo t=0 la temperatura es T, = T(0) = 100 °C.
Al tiempo t= 15 minutos, la temperatura T(15 min) = 80 °C.

La ecuacién diferencial a resolver es: ccli_7t— = A(T - Tm)

Con las condiciones iniciales Ty = T(0) = 100 °C y T(15 min) = 80 °C.

Problema resuelto "\

Crecimiento o decrecimiento de poblacién

Considérese que en un cultivo de bacterias, la rapidez de crecimiento es proporcional al nimero pre-
sente en cada instante. Si en 8 horas hay 16 veces el nimero original, ;qué debemos hacer para deter-
minar la cantidad al cabo de 2 horas?

Solucién

1. Establecemos las variables.

Del enunciado observamos que la poblacién de bacterias P varfa con respecto al tiempo; enton-
ces, la variable independiente es ty la variable dependiente es P.

2. Formulamos el modelo matematico.

. : : o . dP :
El enunciado dice que la rapidez de crecimiento de la poblacién, —, es proporcional a la pobla-
cién actual: ot

dP
- ap

dt
3. Establecemos las condiciones iniciales.

Sea P, la poblacién de bacterias al tiempo t = 0. En 8 horas hay 16 veces el nimero original de
bacterias, entonces:

Po= P(0)
P8) =16 P,

La ecuacién diferencial a resolver es: f = AP con las condiciones iniciales P, = P(0) y P(8) = 16 P,.

Como % = AP para alguna constante A, % =0 si P=0, la funcién constante P(t) = 0, es una
solucién de la ecuacién diferencial.

A este tipo especial de solucién se le llama solucién de equilibrio, porque es constante para
siempre. En términos del modelo de poblacién, corresponde a una especie que no existe.

Si P(t) # 0 en algln t,, entonces en el tiempo t = t, % = AP(tO) # 0. Por tanto, la poblacién

no es constante. Si A> 0y P(t) > 0, tenemos % = AP(tO) >0, en el tiempo t=t, y la poblacién

, . dP ., , .
estad creciendo. Conforme t aumenta, P(t) aumenta, y m también aumenta. P(t) crece aliin mas

rapidamente. La velocidad de crecimiento aumenta en relacién directa con la poblacion.

Figura 1.27

Thomas Robert Malthus
(1766-1834).

Thomas Robert Malthus,
economista britanico

de la escuela clésica,

fue discipulo de Adam
Smith. Estudié en
Cambridge, donde se
gradud en matematicas;
posteriormente, se ordend
religiosamente como pastor
de la Iglesia Anglicana.

En 1805, fue nombrado
profesor de historia
moderna y economia
politica del East India
College; se puede decir que
este hecho marcd un hecho
trascendente, ya que se
considera que fue el primer
profesor de economia
politica de la historia.

El pesimismo de la
escuela clasica quedd
expresado claramente por
Malthus. La poblacién y la
riqueza pueden crecer, pero
hay un limite, alcanzado el
cual se llegara a un estado
estacionario en el que la
vida serd miserable, mera
supervivencia.
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1 Modelacion matematica usando ecuaciones diferenciales

Problema resuelto "\

Efecto de la pesca en una poblacién de peces

Supdngase que la poblacién de peces aumenta a una razén continua de 20% por afio y que los peces
son pescados a una razén constante de 10 millones de ejemplares al afo. ;Cuél es la ecuacién diferen-
cial que modela la poblacién a lo largo del tiempo?

Solucién

1. Establecemos las variables.
Del enunciado observamos que:

Razén de cambio de la poblacién de peces = Razén de aumento debido a la cria — Razén de los
peces eliminados debido a la pesca

Sea P(t) la poblacion de peces, en millones, y t el tiempo, en afos.
2. Formulamos el modelo matematico.

El enunciado dice que la poblacién de peces aumenta a una razén continua de 20% por afio, por
lo que se tiene:

Razén de aumento = 20% - Poblacién actual

= 0.20P millones de peces/ano
Razén de peces eliminados por la pesca = 10 millones de peces/ano.

Ya que la razén de cambio de la poblacion de peces es dP/dt; la ecuacién diferencial que modela
la poblacién de peces es:

dP/dt=0.20P-10

Problema resuelto \

Contaminacién en un lago

Considérese que si fluye agua limpia en un lago contaminado y una corriente saca agua. ;El nivel de
contaminacién en el lago disminuiré (suponiendo que no se agregan nuevos contaminantes)?

Solucién

1. Establecemos las variables.

La cantidad de contaminantes en el lago disminuye a una razén proporcional a la cantidad presen-
te. Sea Q la cantidad de contaminante que esta presente en el lago al tiempo t.

2. Formulamos el modelo matematico.

La razén de cambio de Q es proporcional a Q, por lo que dQ/dlt es proporcional a Q. Por tanto, la
ecuacion diferencial es:

dQ/dt=-MQ

Puesto que no se arrojaron mas contaminantes al lago, la cantidad Q disminuye a lo largo del
tiempo, de ahi que dQ/dt sea negativa.

Problema resuelto "\

Cantidad de medicamento

A un paciente se le suministra penicilina por via intravenosa a una razén de 85 mg, con una constante
de proporcionalidad 0.1, si el tiempo se mide en horas. ;Cuél es la ecuacién diferencial que modela la
cantidad de medicamento a lo largo del tiempo?
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1. Establecemos las variables.

La cantidad de penicilina, Q, aumenta a una razén constante de 85 mg/hora y disminuye a una
razén de 0.1 por Q.

2. Formulamos el modelo matematico.

La administracién de 85 mg/hora contribuye positivamente a la razén de cambio dO/dt. La ex-
crecion a una razéon de 0.1Q contribuye negativamente a dQ/dt. Al unir ambas razones, se tiene
que:

Razén de cambio de una cantidad = Razén de entrada — Razén de salida
Por tanto, la ecuacién diferencial a resolver es:

dQ/dt=85-0.1Q

B Ecuacién diferencial logistica

Para ejemplificar una ecuacién diferencial logistica, supéngase que una poblaciéon en un espacio
cerrado crece de forma proporcional al producto de la poblacién actual, P, y la diferencia entre la capa-
cidad que puede soportar, b, y la poblaciéon actual. (La capacidad que puede soportar es la poblacion
méaxima que el medio ambiente puede sostener de esa poblacién.) Esta informacién se utiliza para
escribir una ecuacion diferencial para la poblacion P.

La razén de cambio de P es proporcional al producto de Py b — P. Por tanto,

dp
L kP(b-P
pm ( )

donde ky b son constantes positivas.

A esta ecuacion se le llama ecuacién diferencial logistica.

P(r) 100

80

60

40

20

Figura 1.28
Curva de crecimiento logistico. Grafica de A(t).

Cuando P es pequefia, la derivada dP/dt es pequefia y la poblacién crece lentamente. Conforme P
aumenta, la derivada dP/dt aumenta y la poblacién crece con mayor rapidez.

Sin embargo, conforme P tiende a la capacidad de soporte, b, el término L — P es pequefio, y de
nuevo, dP/dt, es pequefa y la poblacién crece con mas lentitud.




UNIDAD 1

1.1 Indica si las expresiones siguientes corresponden o no a
una ecuacién diferencial. Justifica tu respuesta.

a) Yy =ysenx

o

" O0sx<1
b)y_gl x> 1

dy
= =0
c) e + xy

Gl _ 2%

d)dx_y

e) x+ycos?x=0

f) (y - x3)dx+(x - y3)dy =0

o 20
= d
g)m+y§/x+ ly

d%u au
NSz =5

i) ds=(10t+ 1)dt
X2 + xy + y?

)y = 2

1.2 En los problemas siguientes, indica la variable depen-
diente y la, o las, variables independientes:

)j—:)+;£+5(0 7)=0
b) %+%+xy—0
c)%+kT=O
d)%:kp(S—p)
e)aa—,:I=aalezl+%%—N+chonkunaconstante
s
%—g—;:x—Zy
h)3—3+%+x—0
)%+§;—i—0

a Problemas aplicados a |a realidad

Problemas para resolver

1.3 En los problemas siguientes, determina el orden de las
ecuaciones diferenciales e indica si la ecuacién es lineal o no.

d’y _dy
dz? e dz

a) z? + 6y = cos z

5
b) (2+y3)+%+x%+y=eX

X
—+yx*=0
c) dy yX

2

d) %+sen(x+0) =sené@

dy dy dy_ dy
o T ae T ae T ok

&y fdy)
f) Xw—B(a) +y=O

e) +y=1

g) (1 =x)y" —2xy' + 7y = cos x

dy
hy 3 +ay=6
) dx+y

i) (x*—y)dx+5senydy=0
D)y +2y=1+x

0 g ,@yC
dx 2 Q_E

1.4 En los problemas siguientes, indica si las funciones son
solucién de la ecuacién diferencial dada:

1 5
a) y=—e*+—e? dey +2y=¢
)y 3 3 y t2y

b) y = Senxdexy’+y=cosx
1
c) —=3xdey' —3y’=0
y
. 3x?
d) »-x+8=0dey = 2

e) 4x2—y2=Cdeyﬂ—4x=0
dx

1.5 Utiliza el teorema de existencia y unicidad para indicar
si los siguientes problemas de valor inicial tienen solucion; si
la tienen sefalar si esta es Unica o no.

a) y'=xcon y(1) =
b) y'=x3con y(1) =

c) y'=cos xcon y0)=0

a Problemas para resolver con tecnologia



d) y'=e‘con y0) =1

'

e)y=lcony(0)=1
X

f) y' = con y(0) =1

1+ x?

1.6 La solucién general de la ecuacién diferencial

c(x =1
X

esy =In . Encuentra la solucién particu-

e

lar que satisface la condicién inicial dada y subraya el inciso
de la solucién correcta.

a) y=1)=
b) y(1)=0
o y)=0
1.7 La solucién general del problema de valor inicial
y' = =3 con y(x)=0es y = Inc(x—:a)a. iCuél es la so-

lucion particular? Sigue el método propuesto en el libro.

1.8 Indica para qué valor de a la ecuacién diferencial y' + Sy
=0 tiene soluciones de la forma y = e

1.9 Indica los valores de a para los cuales la ecuacién di-
ferencial y'" — 3y’ + 2 = O tiene dos soluciones de la forma
y= e

1.10 Indica los valores de a para los cuales la ecuacién dife-
rencial X%y’ — 3xy’ + 2y = 0 tiene dos soluciones de la forma

y=x.
1.11 Demuestra que y = e** es una solucion de y' + 2y =0

y que y = ce® también es solucién de esta ecuacién para
cualquier valor de la constante c.

1 -
1.12 Demuestra que y = — es una solucién de y’ + y? =0
X
c - »
para x > 0, pero y == no es una solucién de esta ecuacion, a
X
menos de que c=00c=1.

1.13 Demuestra que si g(x) es una solucién de y’ + p(x)y
= 0, entonces cg(x) también es una solucién para cualquier
constante c.

1.14 Demuestra que y = ¢,e > + c,e ** es |a solucion general
dey' +5y'+6y=0.

1.15 Determina la solucién del problema de valor inicial y'* +
S5y’ +6y=0, y0)=2, y'(0) =3.

1.16 Dada la ecuacién diferencial, su solucién y las condi-
ciones iniciales, determina el valor de las constantes arbitra-
rias de los problemas siguiente.

a) y'"' =4y +y' +6y=0, y=c,e®+ e+ c;e*, y(0) = 4,
y'(0)=-1, y"(0)=0.

b) 2y +y' —y=0,y= c1e§+ ce”, y0)=0, y'(0)=1.
Q) y'=12x, y=6x’+ c1,y(x/§)=—'l.

m Problemas aplicados a la realidad
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d) y”+y=cosx+4,y=§senx+c1cosx+czsenx+4,
y(0) =4, y'(0)=1.
e) y'=ex, y=e+c +cx y0)=In2, y'(n2) =

1.17 La funcion y = Ce® + e es la solucién general de la
ecuacién diferencial y' + 2y = ¥, determina la solucién par-
ticular para la condicién inicial y(0) = 3.

1.18 La funcién y = C,e* + C,e* es la solucion general de

., . ., d?y dy
la ecuacién diferencial —Z — == —
e I I dx?  dx

y C,, de modo que se cumplan las condiciones iniciales

y(0) =2y y'(0)=-3.

2y =0, determina C,

2

1.19 La funcién y = —X? + C, + C,x + C,e es la solucién

general de la ecuacién diferencial (le— i+ 4%+ 4 =0, de-
termina C;, C, y C;, de modo que se cumplan las condicio-
nes iniciales y(0) = 2, y'(0) =-3, y'(0) = 0.

1.20 La funcién z = e + C, c0572x + Czsen%x es la so-

lucion general de la ecuacién diferencial 2z" + z = 9¢?, de-
termina C,; y C,, de modo que se cumplan las condiciones
iniciales z(0) = 0, Z’(0) = 0.

1.21 La funcién y = %x3 +C, + C,x + Cyx? es la solucién

general de la ecuacion diferencial y"’ = 8, determina C,, C,
y C;, modo que se cumplan las condiciones iniciales y(0) =0,
y'(0)=0y y"(0) =0.

1.22 Encuentra los valores de m tales que y = x™ sea solu-
cion de la siguiente ecuacién x?y” + y = 0.

ALERTA: Una solucion de una ecuacion diferencial se llama singular si
no se puede obtener de la solucion general al sustituir las constantes
por valores, es decir, no es una solucion particular.

1.23 Comprueba que una familia de soluciones de la ecua-
cion diferencial y=xy’ + (y')? es y = & + cx.

1.24 Determina un valor m tal que y = mx? sea una solucion
singular de la ecuacion diferencial dada.

1.25 Calcula las trayectorias ortogonales para la familia de
X
curvas Ce 2.

1.26 Para diferentes valores de las constantes, traza la gra-
fica de la familia de curvas y de las trayectorias ortogonales
del ejercicio anterior.

1.27 Calcula las trayectorias ortogonales para la familia de
curvas: X% — y? = a.

1.28 Para diferentes valores de las constantes, traza la gra-
fica de la familia de curvas y de las trayectorias ortogonales
del ejercicio anterior.
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UNIDAD 1

B 1.29 Calcula las trayectorias ortogonales para la familia
de curvas: y = x? + a.

1.30 Para diferentes valores de las constantes, traza la
‘H grafica de la familia de curvas y de las trayectorias orto-
gonales del ejercicio anterior (1.29).

1.31 Calcula las trayectorias ortogonales para la familia de
curvas: X2+ y?=r2

1.32 Para diferentes valores de las constantes, traza la
B gréfica de la familia de curvas y de las trayectorias orto-
gonales del ejercicio anterior (1.31).

1.33 Calcula las trayectorias ortogonales para la familia de
curvas: x? — 2y?=r2,

1.34 Para diferentes valores de las constantes, traza la
‘n grafica de la familia de curvas y de las trayectorias orto-
gonales del ejercicio anterior (1.33).

1.35 Dada la ecuacién diferencial, construye el campo di-
reccional, las isoclinas y la familia de curvas solucion en los
problemas que se presentan enseguida.

)y =x-y
b) yy=x+3
o y=y+x
1
d) y =—
y
e) y' =ye
dy
f) L=5+2
)dx - \/;
d
QJ)C,%:)/2 x*
dy
h) =£ = 2 2
)dx y?+ X
i)y =3 +1 .
y =9y 2)’

1.36 Con el método de Euler mejorado con h = 0.1,
obtén el valor aproximado para y(1.5) para la solucién

B de j—y =x*—1, y(1) = 1. Compara el valor con el de la
Ix

., 1 1

solucion exacta, y(x) = §X +X——.

3

1.37 Con el método de Euler, con h = 0.1, obtén el valor

aproximado para y(0.5) para la solucién de j—y = Xx+y con
X

y(0)=1.

1.38 Usa los métodos de Euler y Euler mejorado para en-
contrar la solucién numérica de la ecuacién diferencial y' =
6x — 2y en el intervalo (0, 1, 5), que pasa a través del punto
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(0, 1). Usa un paso de h=0.1. Compara con la solucién ex-
acta que es y(x) = 3x + §e’zx - §

2 2
1.39 Usa los métodos de Euler y Euler mejorado, con un
tamafio de incremento h = 0.05, para aproximar la solucién

del problema con valor inicial ﬂ + Y- % —zcony(0)=1,en

el intervalo0<z< 1. dz 3

1.40 Se tiene el problema con un valor inicial:

@ _ 3x =4 - 2t,

dt
Utiliza el método de Euler con varios tamafios de incre-
B mento para calcular valores aproximados de la solucién
en el intervalo 0 < t< 6. Compara los resultados con los
valores correspondientes de la soluciéon exacta, que es:

x(t) = Be3t + gt— E

9 3 9
1.41 De acuerdo con la teoria del aprendizaje, se supo-
ne que la rapidez con que se memoriza algo es propor-
cional a la cantidad que queda por memorizar. Supon-

‘ﬁ gamos que m representa la cantidad total de un tema
que se debe memorizar y que A(t) es la cantidad me-
morizada, cuando el tiempo es t. Formula una ecuacién
diferencial para determinar la cantidad A(t).

x(0) =1

1.42 La cantidad M(t) de cierto medicamento en la co-
rriente sanguinea se mide por su exceso sobre su nivel

m natural; el medicamento disminuye de forma proporcio-
nal a la cantidad excedente actual. Formula una ecua-
cién diferencial para determinar la cantidad M(t).

1.43 Un paracaidista se lanza desde las alturas junto con
su paracaidas, partiendo desde el reposo; el peso total es
w kilogramos. Sobre el sistema actda una fuerza debida a
m la resistencia del aire que es proporcional a la velocidad
si la caida es vertical. Formula una ecuacion diferencial
para determinar su velocidad en cualquier tiempo.

1.44 La fuerza del resorte es proporcional a su alarga-
miento. Entonces, supéngase que un resorte produce
una fuerza de 4 N y un alargamiento de 50 cm; mien-
tras que un peso de 196 N colgado desde el resorte se

B empuja hacia abajo a partir de la posicién de reposo,
que estd a 1 m. Si se suelta el peso, formula una ecua-
cién diferencial para analizar el movimiento en los si-
guientes casos:

a) No hay resistencia del aire.
b) La resistencia del aire es 8 v.

1.45 El dinero de una cuenta bancaria genera intere-
ses a una razoén continua anual de 5% multiplicada por

B el saldo actual. Escribe una ecuacion diferencial para el
saldo S($) en la cuenta como una funcién del tiempo, t
(afos).

1.46 Una poblaciéon de animales crece a una razén pro-
porcional al tamafo de la poblacion. Escribe una ecua-

m cién diferencial para el tamano de la poblacién, P, como
una funcién del tiempo, t. jLa constante de proporcio-
nalidad es positiva o negativa? Explica.

] Problemas para resolver con tecnologia



1.47 Las sustancias radiactivas decrecen a una razén
proporcional a la cantidad presente. Escribe una ecua-
cion diferencial para la cantidad, Q, de una sustancia ra-
diactiva al tiempo t. ;jLa constante de proporcionalidad
es positiva o negativa? Explica.

1.48 Una taza de café contiene aproximadamente 100
mg de cafeina. Esta sustancia se metaboliza y elimina
del cuerpo a una razén continua de aproximadamente
17% cada hora. Escribe una ecuacién diferencial para la
cantidad, A, de cafeina en el cuerpo como una funcién
del nimero de horas, t, a partir del momento que se
consumié el café.

1.49 El alcohol se metaboliza y elimina del cuerpo a
una razén de aproximadamente una onza por hora. Si
una persona toma alcohol, escribe una ecuacién dife-
rencial para la cantidad de alcohol, A (en onzas), que
permanece en su cuerpo como una funcién del tiempo
t, en horas, después de que se consumié el alcohol.

1.50 Una cuenta bancaria que inicialmente tiene
$250000 genera intereses a una razén continua de 10%
por ano. Al cabo de un tiempo, se realizan retiros de la
cuenta a una razén constante de $20000 al afio. Escribe
una ecuacion diferencial para el saldo, S, en la cuenta
como una funcién del nimero de afios, t.

1.51 En un caso médico, se administra morfina a un pa-
ciente por via intravenosa a razén de 2.5 mg por hora.
Se ha comprobado que, aproximadamente, 34.7% de
la morfina en el cuerpo de un paciente se metaboliza
y elimina del cuerpo cada hora. Escribe una ecuacién
diferencial para la cantidad de morfina, M, en mg, en el
cuerpo como una funcién del tiempo, t, en horas.

1.52 Las toxinas que se encuentran en los pesticidas
pueden entrar en la cadena alimenticia y acumularse en
el cuerpo. Supongése que una persona consume 10 mi-
crogramos al dia de una toxina que se ingesta a lo largo
de un dia. La toxina se elimina del cuerpo a una razén
continua de 3% cada dia. Formula una ecuacién diferen-
cial de la cantidad de toxina, A, en microgramos, en el
cuerpo de esa persona en funcion de tiempo (dias).

1.53 Un tanque con capacidad de 100 L esta lleno de
salmuera, la cual contiene 60 kg de sal disuelta. Al tan-
que entra agua con un gasto de 12 L/min y la mezcla se
conserva uniforme agitandola; la salmuera sale a la mis-
ma velocidad. Formula una ecuacién diferencial para la
cantidad de sal, S (kg), en funciéon del tiempo (horas).

1.54 La sustancia A se transforma en la sustancia B. La
velocidad de formacion de B varia en forma directa-
mente proporcional a la cantidad de A presente en cada
instante. Si inicialmente hay 10 kg de la sustancia A y
después de una hora hay 5 kg de la sustancia B, formula
una ecuacion diferencial para la cantidad de sustancia B
(kg) en funcién del tiempo (horas).

1.55 Supodngase que se encontrd el cuerpo de una vic-
tima de asesinato a mediodia, en una habitaciéon con
una temperatura de 20 °C. Hacia las 12:00 p.m., la tem-
peratura del cuerpo era de 35 °C, mientras que dos
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horas después era de 33 °C. Formula una ecuacion di-
ferencial de la temperatura, T(°C), del cuerpo como una
funcién del tiempo t (horas).

1.56 Una pelota de goma de 0.50 g de masa se lanza de
forma vertical hacia arriba, con una velocidad de 50 m/s; si
se considera que el aire no ofrece ninguna resistencia a la
pelota, escribe la ecuacién que modela el movimiento de
la pelota.

1.57 Un elemento radiactivo se descompone a una ve-
locidad proporcional a la cantidad presente en cualquier

m instante. Si la mitad de la cantidad original desaparece
en 1600 anhos, determina el problema de valor inicial
que modela el problema.

1.58 En cierto cultivo de bacterias, la velocidad de au-
mento de poblacién es proporcional al nimero presente

m en cualquier instante. Si se sabe que el nimero original
se ha duplicado en 6 horas, determina el problema de
valor inicial que modela el problema.

1.59 Un barco disminuye su movimiento por la accién de la
resistencia del agua, que es proporcional a la velocidad del

. o aq m .
barco. La velocidad inicial del barco es 15—; pero, después
s
— m .
de 5segundos disminuye a 8—. Indica el problema de valor
s
inicial que modela esta situacion.

1.60 Una masa de 30 g cae desde el reposo bajo la influen-
cia de la gravedad. Indica la ecuacién diferencial que mo-
dela la velocidad.

1.61 En un movimiento rectilineo, la aceleracién de un cuer-
po es inversamente proporcional al cuadrado de la distancia
xy es igual a =1 cuando x = 5; por su parte, la velocidad es
igual a 5 y la distancia es igual a 10 cuando t= 0. Indica el
problema de valor inicial que modela la velocidad.

1.62 LapoblaciénactualdetortugasenPuertoEscondido,
Oaxaca, esde 140000 individuosy su tasa de crecimiento

B esde 15% pormes; sinembargo, susdepredadoresmatan
3 tortugas por dia. Escribe la ecuacion diferencial que
modela la poblacién de tortugas.

1.63 Laecuaciéndiferencial que modela el decrecimien-
todeunapoblacion P, es% = —kP, cuyasoluciéon general

m P=P(0)e™ . Si, porel fenémeno de migracién, la poblacion
de una ciudad del norte del pais disminuye a la mitad en
25 afos, jcudl es el valor de k? ;En cuantos afios solo
sera |a tercera parte, si se supone que la razén de decre-
cimiento es proporcional al nimero de habitantes?

1.64 Segun la ley de Kirchoff, la fem suministrada, ¢, es

. , . , . d
igual a la caida del voltaje a través del inductor, LE' mas la

, . , : L. . di
caida del voltaje a través de la resistencia, iR; es decir, La +

iR=¢.Sie=150V,R=10Qy L=1H, formula una ecuacién
diferencial para calcular el valor de la corriente al tiempo t,
ya que no hay corriente inicial.
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1 Modelacion matematica usando ecuaciones diferenciales

Q PROBLEMA RETO

Una poblacién de conejos, p, que se encuentra en una granja, crece a una tasa proporcional

., . d .,
a la poblaciéon de ese momento; es decir, cl_ft) = 1p, cuya soluciéon es P(t) = Pye™

a) Comprueba que P(t) = Pye™ es su solucion.
b) Calcula rsila poblaciéon se duplica en 30 dias y rsi la poblacion se triplica en 45 dias.

c) ¢Qué pasa si a causa de una enfermedad la poblacién decrece en 10%? Calcula r.

d) Indica el orden de la ecuacion y si esta es lineal o no.
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UNIDAD

W i oo

Solucidn de ecuaciones
diferenciales ordinarias
de primer orden

I OBJETIVOS

o Conocer los diferentes métodos para la solucién de ecuaciones diferenciales de primer
orden.
o Modelar diferentes fendmenos para dar una solucién.

I ;QUE SABES?

o ;Cudl es la forma de variables separables de una ecuacién diferencial?

o ;Cuantos métodos de solucién para resolver una ecuacion diferencial de primer
orden hay?

o ;Cudles son las funciones homogéneas?

o ;Conoces la ecuacién de Riccati?




Solucién de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden

2.1 Variables separables

Una ecuacién diferencial de la forma y’ = f(x, y), adopta la forma de variables separables si se puede
escribir como:

Para resolver esta ecuacién diferencial, primero se separa en la forma g(x)dx = h(y)dy y luego se in-
tegra.

Problema resuelto \

Encontrar la solucion general de la ecuacién diferencial: y' = 4x — 6.

Solucién

1. Separamos las variables:

ﬂ=4x—6=>dy=(4x—6)dx
dx

2
Alerta J-dyzJ.(4x—6)dx=>y=4x7—6x+c=2x2—6x+c

En este punto, usamos la

férmula de integracion: 3. Asi, la solucién general es: y = 2x* - 6x + c.
Xl 4. Comprobacién de la solucion:
J’x” o =
n+1

o Derivamos y:

d}’_i a_ _ _
cIX-C,X(zx bx+c)=4x—-6

O Asi, obtenemos la ecuacién diferencial original.

Problema resuelto \

9x% -6

2

Encontrar la solucién general de la ecuacién diferencial: y’ =

Solucién

- - 6
Esta ecuacion se puede escribir como: y' =9 - —
X

X

1. Separamos las variables:

ﬂ:‘?—izdy:[‘?—i)dx

Alerta

6
_ 2. Int oy =flo-= ]
En este caso, también e [ ( x2] .

utilizamos la formula de

integracion: -2+1
¢ j 9—i dx=j9dx—fidx=9x—6x =9x + 6x7"
0+l x? X2 +1
J’x” ax =

n+1
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3. Entonces:

y=9x+6x’1+c=9x+é+C
X

4. Lasolucién general es: y = 9x + & €
X

5. Comprobacién de la solucién:
o Derivamos a y:

dy d 6 6 9x?2-6
G _ Y gyn® —9_° _
dx dx( X+X+CJ x? X

o Obtenemos la ecuacién diferencial.

Problema resuelto "\

Encontrar la solucién particular correspondiente a las condiciones iniciales dadas de la ecuacion dife-
rencial: y' = e* — 5 sen x, con la condicion inicial y=(0) = 5.

Solucién

1. Separamos las variables:

d_
dx

2. Integramos:
Idy = I(e“x —5sen x)dx
Alerta

Idy = Ie4xdx—5 '[senxdx

e —5sen x = dy = (e** — 5 sen x)dx

Para este caso, usamos las
formulas de integracion
y = %eu +5cosx+C siguientes:

Isen Xax = ¢os X
3. Lasolucién general es:

ax _lax
J’e dx—ae

y=%e4x+5003x+C

4. Para obtener la solucién particular, aplicamos la condicién inicial y(0) = 5:

1+2O+C=%+C

y(0)=%e“(°’+5cos(0)+C=%+5+C=

e sogapal 2 A
4 4 4 4

- . 1 1
5. La solucién particular es, entonces: y = Ze“x +5cosx — 7

6. Comprobacion de la solucién:

o Derivamos a y:

dy_df1
dx  dxl4

1
e4x+5cosx—z = e* —5sen x




|i| Alerta

Hasta aqui hemos usado
las formulas de integracion:

J’sec? xdx = tanx

ax _l ax
J'e dx—ae

Solucién de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden

Problema resuelto "\

Encontrar la solucién particular correspondiente a las condiciones iniciales dadas de la ecuacién dife-

rencial: y' = e* cos? y, con la condicion inicial y(0) = "

Solucién

1. Separamos las variables:

CI—y=excoszy=> oy

o -— = e*dx = sec? ydy = e*dx
ix cos? y

2. Integramos:

Jsecz ydy = je* dx
tany = e*+C

3. La solucién general es:
tany = e*+C

4. Para obtener la solucién particular, aplicamos la condicion inicial y(0) = ac

tan%ze°+C:>1:1+C:>C=O

5. La solucién particular es: tan y = e~
6. Comprobacién de la solucién.

o Derivamos la Gltima expresion:

d d e~
seczy—yzexz—yz -— = e*cos’ x
dx dx sec?x

2.2 Ecuacién de la forma d_y = f(ax + by)

dx

Cuando se tiene una ecuacién de la forma j—y = f(ax + by):
Ix

m Se realiza el cambio de variable z= ax + by.

o La funcién y(x) se cambia por z(x); este cambio de variable transforma la ecuacién en una ecua-
cion de variables separables.

Problema resuelto \

Encontrar la solucidon general de la ecuacion diferencial: y' = 3x + 5y.

Solucién

1. Hacemos el cambio de variable z= 3x + 5y; entonces:

dz dy dy 1dz 3
—=3+5—"= ==
dx i dx - dx 5dx 5




Por tanto, la ecuacién diferencial sera:

les 9
Scdx 5
2. Separamos las variables:
% _ Sz4d= dz__ dx
dx Sz 43
3. Integramos:
dz
= |d
5z+3 J o

%ln(52+3):x+C:>|n(52+3)=5x+5C

ehn(5243) = g5x+5C — AgSx (A = @5€)
= 5z+3 = Ae¥
4. Lla solucion zes:
A 3
z="—e*-=
5 5

5. Regresamos a la variable y.

Puesto que: z=3x+ 5y,

A 3 3 3
3x+5y = — Sx _ = = Sx _ Ty —
X + 5y 5e S:y ce 5x 25

6. Comprobacion de la solucién:
o Derivamos y con respecto a x:
3
y' =5¢ce’* — =
5

O De y despejamos a ¢;:

3 3
C, = yeX + = xe™X + —e™>*
1= Y 25

5 25

=y = S(ye‘Sx +§xe‘SX +ie‘5xje5x —g =5y +3x+§—§ = y' =5y +3x
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W

En este caso, usamos la
formula de integracion:

I%: Inu

Problema resuelto "\
Encontrar la solucién general de la ecuacién diferencial: y' = y=x+8
y—x+1
1. Hacemos el cambio de la variable z=y — x:
dz dy dy dz
—===l==t==4+1
dx  dx dx  dx




Solucién de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden

Entonces, la ecuacién diferencial sera:

£+1_z+8

dx S 2

=

£_z+8_ _z+8-z-1 7
dx  z+1 - z+1 T z+1

Esta ecuacion ya es de variables separables:

(z+ 1)dz=7dx

2. Integramos:

|i| Alerta j(z+1)dz=J7dx

En este caso, usamos la 22
formula de integracion: o ES 7x+C
n+l
J'x” dx = )
n+1 3. Regresamos a la variable y.

Puesto que z=y—X, entonces:

(y-x)

2

+y—-x=7x+C

(y—x)2+2(y—x)=’l4x+2C

y2—2yx+x2+2y —2x—14x = 2C

4. Por tanto, la solucién implicita de la ecuacion es:

Y= 2yx+ X2+ 2y —16x=A

5. Comprobacién de la solucion:
o Derivamos la solucion:
2yy' =2y —2xy' +2x+2y' —16=0

O Despejamos a y':
2yy' = 2xy' +2y' =2y —2x + 16
y'(2y—2x+2) = 2(y—x+8)

2(y—x+8)_y—x+8
2(y—x+'|) B y—x+1

!

6. Obtenemos la ecuacién diferencial.

2.3 Ecuaciones diferenciales homogéneas

I Funciones homogéneas

Las funciones homogéneas son aquellas en las que todos los términos son del mismo grado.
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Problema resuelto "\

Determinar si la funcién M(x, y) = X%y + 8xy? — x> + y° es de grado 3.

Solucién

Ya que la suma de los exponentes del primer término es X’y — 2 + 1 = 3; la suma de los exponentes
del segundo término es 8x’y — 1 + 2 = 3; la suma del tercer término es —x* — 3, y la suma del cuarto
término es y° — 3.

Otra forma de encontrar el grado de homogeneidad de una funcién es sustituir x por tx, y y por ty;
por tanto, para la funcién que se esté analizando:

M(tx, ty) = X%ty + 8txt?y? — £x° + £y° = EM(x, y)

Problema resuelto \

Determinar si la funcién f(x, y) = X es homogénea e indicar su grado de homogeneidad.
Yy

Solucién

f(tx, ty) = = t%f(x, y) = f(x, y) si es homogénea, de grado cero.

X_Xx
y y

Problema resuelto \

Determinar si la funcién f(x, y) = \/x + y es homogénea e indicar su grado de homogeneidad.

Solucién

1 1
f(tx, ty) = \/tx +ty = \/t(x +y)= tE\/x +y = t2f(x, y), si es homogénea, de grado % .

I Ecuacién diferencial homogénea

Una ecuacioén diferencial de la forma: M(x, y)dx + N(x, y)dx = 0 es homogénea si las funciones M(x, y)
y N(x, y) son funciones homogéneas del mismo grado de homogeneidad. Una ecuacién diferencial
homogénea se transforma en una ecuacién de variables separables haciendo el cambio de variable
y = UX.

Problema resuelto "\

Encontrar la solucién general de la ecuacién diferencial: xy' = y — x.

Solucién

1. Expresamos a la ecuacion diferencial en la forma:

M(x, y)dx + N(x, y)dx =0




Solucién de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden

Esta ecuacion diferencial se puede expresar como:

xdy = (y — x)dx = xdy — (y — x)dx=0
En este caso las funciones M(x, y) y N(x, y) estan dadas por: M(x, y) = xy N(x, y) = —(x — y)

2. Verificamos que las funciones M(x, y) y N(x, y) sean funciones homogéneas del mismo grado de
homogeneidad.

Estas funciones son homogéneas de grado 1 ya que:
M(tx, ty) = tx = tM(x, y)
N(tx, ty) = —(tx — ty) = —t{x — y) = tN(x, y)

3. Realizamos el cambio de variable:

y=ux:dy=xdu+udxyu:x
X

La ecuacién diferencial se transforma en:
du
X| x—+u|=ux—-x
dx

=

x2§+;4%:u%—x:x2$:—x=>du:—$
Ix dx X

? & Integramos
Alerta J.du=—J.$:>u=—lnx+c
X

En este caso, usamos
la siguiente férmula de

integracion:

H . _y. .

5. Regresamos a la variable original y = u = = ; entonces:
X

J’%:Inu

X:—Inx+c=>y=—x|nx+cx
X

Por tanto, la constante ¢ se puede expresar como ¢ =InA. Asi:
y =—xInx+xInA

6. Comprobacion de la solucién:

O Derivamos y con respecto a x:

y'=InA-Ihx-1

O Despejamos a InA:

y=—xlnx+x|nA=>x|nA=y+x|nx=>|nA=X+Inx
X
xy'=y—x

y’=X+|nx—|nx—1=z—1:>xy’=y—x
X X
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Problema resuelto "\

Encontrar la solucién general de la ecuacién diferencial:

X =y =xyy'

Solucién

1. Expresamos la ecuacion diferencial en la forma:
M(x, y)dx + N(x, y)dx=0
Esta ecuacion diferencial se puede expresar como:
(x? — y?)dx = xydy = —(x? — y?)dx + xydy = 0
Las funciones M(x, y) y N(x, y) estan dadas por:

M(x, y) = =(x* = y?) y N(x, y) = xy

2. Verificamos que las funciones M(x, y) y N(x, y) sean funciones homogéneas del mismo grado de
homogeneidad.

Estas funciones son homogéneas de grado 2, ya que:
Mltx, ty) = =(t?x? = t?y?) = —t?(x* - y?) = t*°M(x, y)

N(tx, ty) = txty = t?xy = t2N(x, y)
3. Se realiza el cambio de variable:

y=ux=>dy=xdu+udxyu=x
X

La ecuacién diferencial se transforma en:

—(xZ - (ux)z)dx + x(ux)(xdu + udx) = 0
—x2dx + x?u?dx + x3udu + x?u?dx = 0
x3udu + 2x?u?dx — x?dx = 0

x3udu = x?(1- 2u?)dx

u dx

=T

4. Integramos:

j(1_(12u2)du= J.%

Para la primera integral, sea v = 1— 2u?; entonces: dv = —4udu = udu = _%.
Por tanto:
d 1 (dv 1
—d __'fov_ __I
J‘('I—Zuz) 4 4l 7Y
;

Iﬁd“__%|”(1—2u2)=ln(1_2u2)7:|n 1 1

- (1-2u2)a

m Alerta

Aqui usamos la formula de
integracion:

I% =lInu

Y las propiedades de los
logaritmos:

Ina® = blna

InA+InB = In(4B)

39




Solucién de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden

Entonces:

In ;J =Inx+InC=InxC

1

(1-2u?)*
5. Aplicamos la funcién exponencial en ambos lados de la ecuacion:

In| L

1
(12112)4] = elnxC = 1 =xC

1
(1—2u2)*

@

6. Regresamos a la variable original y = u = 4 , entonces:
X

L =xC

—
(1-2u?)%

7. Elevamos toda la ecuacién a la cuarta potencia:

x2

1
)(2——2)/2 = X4C4 = a = XZ(X2 —2y2)

8. Haciendo A = i, la solucién implicita es:
C4
x2(x?2=2y?)= A
9. Comprobacién de la solucién:
o Derivamos la solucién con respecto x:
2x(x? = 2y?) + x?*(2x —4yy') = 0
4x3 —4xy? — 4x?yy' =0

o Factorizamos:

I Ecuaciones diferenciales reducibles a homogéneas

LAx+by+cC

Las ecuaciones diferenciales de la forma y' = f
ax + by +c

pueden reducirse a ecuaciones dife-

renciales homogéneas, conforme lo siguiente:

Silas rectas ax + by + ¢ = 0y ax + by + ¢, = 0 se cortan en (x,, o), haciendo el cambio de varia-
ble X = x — x, y de funcién Y = y — y,, la ecuacién se reduce a una homogénea.
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Problema resuelto "\

X+2y+2

Encontrar la solucién general de la ecuacién diferencial: y' = > 1
X+y-—

Solucién

1. Establecer donde se intersecan las rectas x+2y +2 =0y 2x+y —4 = 0. Asi, resolvemos el sis-
tema:

X+2y=-2
2x+y =4

Por consiguiente, el determinante del sistema es:

A=V 2]_1_4-3
2 1
Y las soluciones son:
x=t2 2.1 ; 10
Al 4 1
111 =2 1
= — =——4+4)=——
y A‘Z 4‘ ( )

Asi, el punto de interseccién es:
10_8
3" 3

. . 10 - 8 o
2. Hacemos el cambio de variable X = x — 3 Y de funcion Y =y +§ ; entonces, la ecuacion dife-
rencial toma la forma:

X+E+2 Y—§ +2
_dy _dy _ 3 3 _X+2Y

’

dx ~ dX o5, 10),y 8 , 2X+Y
3 3
dy _ X+2vy
dX ~ 2X+Y

3. Expresamos la ecuacién diferencial en la forma:

M(X, Y)dX + N(X, Y)dY =0

Esta ecuacion diferencial se puede expresar como:

—(X+2Y)dX+(2X+Y)Y =0

Las funciones M(X, Y) y N(X, Y) estan dadas por:

M(X,Y) = —(X +2Y) y N(X,Y)=2X+Y




2 Solucién de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden

4. Verificamos que las funciones M(X, Y) y N(X, Y) sean funciones homogéneas del mismo grado de
homogeneidad.

Estas funciones son homogéneas de grado 1, ya que:

M(tX, tY) = —(tX + 2tY) = —t(X + 2Y) = tM(X, Y)
N(tX, tY) = 2tX + tY = t(2X + Y) = tN(X, Y)
5. Realizamos el cambio de variable:

Y=qudY=Xdu+udeu=§

—(X + 2uX)dX + (2X + uX)(Xdu + udX) = 0
— XdX — 2uXdX + 2X?du + uX?du + 2XudX + u?XdX = 0

2+ uX2du+ (20 +u? —1- 20)XdX = 0

(2 +u) du = _d_X
(u? =1 X
Alerta J'(2+“) du=—[H
(u? =1 X
La integral 0(2 +u) du se resuelve por el método de
g (v -1) u P Entonces:
fracciones parciales, que se relaciona a continuacion: 3 1
=In(u—-1)- Eln(u +10)=-InX+InC

Primero, se factoriza el término:

(W -1)=(-Du+1) 7. Aplicamos propiedades de los logaritmos:
Entonces: 8 1 C
In(u—="12 -In(u+12 = InY
(2+u) _ A N B Au+1)+Bu-1)
(-1 uv-1 u+1 ut -1 (u_1)% c
In —|=h—
(2+u) u(A+B)+A-B 1
- (u+1)2
(v -1) u -1
’ 8. Aplicamos la funcién exponencial en ambos lados de la ecuacion:
A+B=1
3
A-B=2 '[(”?]
e w2 e'";
Después, se suman estas ecuaciones y obtenemos:
3
2A:3:>A:g,sustituyendoenA+B:1, (u—1)? =C
(u+ 12

entonces: g +B=1LCBF1- % = —%, por tanto:

. - . Y .
9. Regresamos a la variable original Y, sustituyendo u = = en la expresion

(2+u) __o 8 1 que obtuvimos:
(-1 2(w-1 2(w+1)
3
2+1) 3du 1du Y _.F
- R
° du= o ° (X ) 1 y=X)P _C (Y=-X)? _

(
(-1 2-1 20u+D) -
( XVor+x) X N r+x)

2+u) du:gln(ufl)féln(uﬂ) (r+1)2
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10. Regresamos a la variable x y a la funcién y, y sustituimos:

10 8
X = = — Y = =
=3 Y e

11. La solucién implicita es:

12. Comprobacién de la solucién:

o Derivamos la solucién con respecto a x:

)—1(y—x+6)3<y'+1)

2( 3 2
f(y—x+6)2(y’—1)[y+x—* 2

(y — x +6)° 2 3

ot )

y+x—f) _&
3 (y+x 3)

E — 2(yv! — _g _l _ B(in —
=>2(y X+ 6)*(y 1)(y+x 3) 2(y X+ 60y +1) =0

=0

= 3(y’—1)(y+x—§)—(y—x+6)(y’+1):O
o Desarrollando:

3(yy’+xy'—%y’—y—x+§)—(yy’—xy'+6y’+y—x+6)=0

3y =y +3xy'+xy' -2y’ -6y’ -3y —y-3x+x+2-6=0
2yy'+4xy' —8y' =4y —2x-4=0

O Despejamos a y':

2y'(y+2x—4) =22y + x+ 2)

,_ X+2y+2
2x+y-4

Lx+by+cL
ax + by + ¢

ciales homogéneas si ax + by + ¢ = 0y a,x + b,y + ¢, = 0 son rectas paralelas y se hace el cambio de
funcién z = ax + by . Transformandose, asi, la ecuacién en una de variables separables.

Las ecuaciones diferenciales de la forma y’ = f pueden reducirse a ecuaciones diferen-

Problema resuelto "\

X+y+2

Encontrar la solucién general de la ecuacién diferencial y' = 2
X+y-—




2 Solucién de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden

Solucién

Dos rectas son paralelas si tienen la misma pendiente; expresando a las rectas x+y+2=0 y
x+y—4=0 en suforma pendiente ordenada y = mx +b .

Asi, y=-x-2 y y =-x+4, constituyen rectas que tienen la misma pendiente, por tanto, son
paralelas.

1. Hacemos el cambio de funcién z=x+y:

Siz=x+y= o _ ﬂ+ 1= y' =27 -1, la ecuacién diferencial toma la forma:
dx  dx
, z+2 ., zZ+2 z+2+z-4 2z-2
Z-1= =7 = +1= =
z-4 z-4 z-4 z-4
2. Separamos las variables:
z-4 dz = dx
2z-2
3. Integramos:
IZ_4 dz=J.dX
2z-2
4. Realizamos la division :
2z-2
1
2
22-2)z-4 5241 3
2z-2 2 2z-2
-z +1
-3
J.Z_4 dz=J.ldz—§J. = =£—§In(z—1)
2z-2 2 2Jz-1 2 2
E—Eln(z—1)=x+C
2 2
5. Regresamos a la funcién y:
X;y—gln(x+y—1)=x+c
La solucién implicita es:
—%+%—%In(x+y—‘l)=c

6. Comprobacién de la solucién:

o Derivamos la solucién con respecto a x:

1_,.1 3(1+ y')

272 2x+y-1
O Despejamos:

(y —-Dx+y—-1=3+3y
y'x+yy—-4y' -x—-y-2=0
yx+yy-4y' =x+y+2

X+y+2

'x+y-4d)=x+y+2=>y =
y(x+y-4)=x+y "
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2.4 Ecuaciones diferenciales exactas

1 Diferencial total
La diferencial total de la funcién z = f(x, y) se expresa como:
dz = fdx + fdy

donde f, y f, son las derivadas parciales de la funcién f(x, y) respecto de las dos variables independien-
tes x y y ademads, se supone que estas derivadas parciales son continuas en una regién R del plano.

Problema resuelto \

Encontrar la diferencial total de la funcion z = 4x?y — 2xy® + 3x..

Solucién

Calculamos las derivadas parciales respecto de xy a y:

zx=a—z=8xy—2y3+3
ox

z, = g_z = 4x? — bxy?

Entonces, la diferencial total de la funcién z = 4x%y — 2xy® + 3x es:

dz = (8xy — 2y® + 3)dx + (4x? — 6xy?)dy

I Ecuacién diferencial exacta

La ecuacion diferencial M(x, y)dx = N(x, y) dy =0 es una ecuacién diferencial exacta si y solo si el primer

of
miembro de la ecuacién es una diferencial exacta; esto significa que: f, = g—f =M, y)yf,= Fe N(x, y).
X y

Determinar la solucion de una ecuacion diferencial exacta es, pues, encontrar la funcién f(x, y) tal que
su diferencial total sea exactamente la ecuacion diferencial dada.

of

Puesto que M = ™ yN = g—f derivando a M, respecto de y, y a N respecto de x, obtenemos:
X y

oM of y oN _ of
dy  dyox  ox  oxdy

Del célculo sabemos que si las derivadas parciales son continuas, entonces:

o’f  o*f
dyox  Ixdy
Por tanto:
M _an
dy  ox

Condicién de exactitud

oM oIN
Si la ecuacién diferencial M(x, y)dx = N(x, y)dy = 0 es exacta, se debe satisfacer que w = v




Solucién de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden

Problema resuelto "\

Comprobar que la ecuacién diferencial (2x — 5y + 2)dx + (1— 6y — 5x)dy = O es exacta.

Solucién

En este caso:

M(x,y)=2x-5y +2 y N(x,y)=1-6y —5x

Entonces, derivamos a M respecto de y, y a N respecto de x:

M 9

g—g(Zx—5y+Z)——5 B_M_B_N
OoN 0 dy  ox
2N % 1— by — S

. aX( 6y —5x) = -5

Puesto que s se satisface la condicion de exactitud, la ecuacion diferencial es exacta.

Método de solucién de una ecuacién diferencial exacta

M(x, y)dx+N(x, y)dy =0
Ecuacion exacta
Comprobamos la condicion de exactitud

M N
ay ax

Integramos wn respecto ax. Integramos n respecto ay
f= [ Mdx + g(y) f= [ Ndy + g0

Derivamos con respectoa y: Derivamos con respectoa x:
of

f d d
a——ifde+—g —idey+—g
ox dx

ay ay dy ax

v —

a—f = N yobtenemosg(y) a—f = M yobtenemos g(x)
ay ox

La solucion de la ecuacion diferencial es: La solucion de la ecuacion diferencial es:
fde+ g(y) =C de)/+ gly) =C

Figura 2.1
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Problema resuelto "\

Resolver la ecuacion diferencial (2x — 5y + 2)dx + (1—- 6y —5x)dy = 0.

Solucién

En este caso:

M(x, y)=2x-5y+2 y N(x,y)=1-6y —5x

1. Comprobamos la condicién de exactitud IM _ N :
dy  ox

oM _ 3(2x -5y +2)

=-5
dy dy
oN 0o
—=—(1-6y—-5x)=-5
ox ax( y =%
oM _oN B A ] o
Puesto que — = — , la ecuacion diferencial si es exacta.
dy  ox
2. Hacemos:
a—f =2x -5y +2
ox

f= j(2x-5y+2)dx+g(y)

f =x2-5xy +2x + gly)

3. Derivamos a f respecto de y:

i = —5x+£
dy dy

4. Igualamos i a N:
Iy

d dg
Bx+-—Z=1-6y-5x=-=2=1-6
X d y X dy y

5. Integramos:
gly) = _[(1— 6y)dy =y —3y?

Asi, la solucion de la ecuacion diferencial es:

x> =5xy+2x+y-3y?=C

6. Comprobacion:
o Derivamos la solucién respecto de x:
2x =5y =5xy'+2+y —6yy' =0
O Despejamos a y':
_ —2x+5y -2 :_(2x—5y+2)
—Sx+1-6y (1-6y —5x)
(2x =5y +2)dx + (1—- 6y —5x)dy =0

’

= (1- 6y —5x)dy = —(2x — 5y + 2)dx




Solucién de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden

Problema resuelto "\

Y e)’/x

Resolver la ecuacion diferencial (1 -=
X

)dx+(‘|+1eyxjdy=0.
X

Solucién

En este caso:

Mix, y) = 1= Ler y Nix,y) = 1+ Ler
X X

1. Comprobamos la condicién de exactitud éi = g—N :
X

oM 0 y X+y
T - Ly | = —evix
dy ay( Xze) e(x3)
OoN 0 1 X+y
- 1+ —evx | = —evx
ox ax(+xe J © [X3J

oN o o
— , la ecuacion diferencial si es exacta.

ox

oM
Puesto que —
dy

2. Hacemos:

£=N=1+le“
dy X

3. Integramos respecto de y:

i = J.(‘I+le“)dy =y+e% + g(x)
X

4. Derivamos a f respecto de x:

of y v/  dg
— =L o + =
ox x? © dx
5. Igualamos Gii aM:
X
Y K99 g Y g, 99y
5 ent dx P <= dx
6. Integramos:
g(x) = J.dx = %

Asi, la soluciéon de la ecuacién diferencial es:

y,
y+ex+x=C

7. Comprobacion:
o Derivamos la solucién implicita respecto de x:

y’+(

/

Yl +1=0

y Y
X

~ X2

X
y’+y;/ey/X:%ey/X—1

/ %_1

ex/

Lze
X

= (1—%eY/*de +(1+ley/x)dy =0
X x
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I Factores integrantes

Una ecuacion diferencial que no es exacta se puede convertir en exacta a través de un factor integrante

apropiado.

Método para encontrar un factor integrante

M _on
1. Si el factor integrante u es solo funcién de x: u(x) = efP¥%. donde p(x) = c'iniax
N _am
. . i [pty)dy 0x dy
2. Si el factor integrante u es solo funcion de y: u(y) = e ; donde p(y) = —
N _am
ox Oy

3. Si H(xy) = solo depende del producto xy; el factor integrante u es funcién de z = xy y

xM — yN

esta dado por u(z) = efHa)e

Problema resuelto \

Resolver la ecuacion diferencial x2sen xdx + xydy = 0 usando un factor integrante apropiado.

Solucién

En este caso:

M(x, y) = x?sen x y N(x, y) = xy

1. Comprobamos la condicién de exactitud IM _ N :
dy  ox
%—I;//’ = %(xzsen x)=0
N_ D
x ox Y

d oN na T :
Puesto que > # K la ecuacién diferencial no es exacta.
y X

2. Construimos el factor integrante u(x):

oM oN
D= dy - ox _ Ox—yy _ _%
Por tanto:
u(x) = eJ‘_%dx =ehx = ghx! = X

3. Multiplicamos la ecuacién diferencial por el factor integrante:
xx%sen xdx + x'xydy = 0

x sen xdx + ydy = 0




|i| Alerta

La integral J'x senx dx la
realizamos por partes:

Primero hacemos:

u=x,dv=senxdx

Entonces:

du = dx, v =—cosx

Luego, usamos la formula
de la integracion por partes:

Judv =uv - Jvdu

Entonces:

'[x Sen xdx = —x cos X +

JCOS Xdx = —X C0S X + sen X

50

Solucién de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden

4. Comprobamos la condicién de exactitud M _ N :
dy  ox

a—M=i(x senx) =0
dy 9y
ON _ 9 \_
ox  ox
oM oN o .
Puesto que — = — , la ecuacién diferencial ya es exacta.
dy  ox
5. Hacemos:
of _
dy y

6. Integramos:

2
f= _[ydy=y7+g()<)

7. Derivamos a frespecto de x:

of _ s
ox  dx
8. Igualamos i aM:
ox
% = x sen x

9. Integramos:

g(x) = Jx sen x dx = sen X — X CoS X

Asi, la soluciéon de la ecuacion diferencial es:

yZ
?+senx—xcosx=C

10. Comprobacion:

o Derivamos la solucién respecto de x

yy'+cos x —cosx + x sen x =0

X sen X

’

y+xsenx=0=y =—-

= x sen xdx + ydy = 0

O Multiplicamos esta Ultima ecuacién por x y obtenemos:

x?sen xdx + xydy = 0
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Problema resuelto "\

Resolver la ecuacién diferencial (X + y?)dx +(xy e ZyZde =0 usando un factor integrante
apropiado. y

Solucién

En este caso:

M(x,y)=e*+y?y N(x,y)=xy—e7—2y2

1. Comprobamos la condicién de exactitud M _ 3—N
y X
B_M = i(ex +y?) =2y
dy dy
N _ O & op|y-&
ox  ox y y
oM  oN L .
Puesto que — # — , la ecuacion diferencial no es exacta.
dy  ox
2. Construimos el factor integrante u(y), entonces:
ex ex ex +y2
y- v 2y 5 Ty ~y 1
p(y): ex+y2 :_ex+y2:_ex+y2:_;

Por tanto:

1
g
uy) = ej v = ey = ghy™! = y‘1

3. Multiplicamos la ecuacién diferencial por el factor integrante:

(e—x+y]dx+(x—e—:—2yjdy=0
y Yy

4. Comprobamos la condicion de exactitud IM _ N :
dy  ox
M _ i(§+yJ_ ey
dy Iayly y:
oN 0 e~ e* —y?
Y Y w—E _9y|==
ox  ox (X y? y) 2
oM _oN BA A '
Puesto que — = — , la ecuacién diferencial ya es exacta.
dy  ox
5. Hacemos:
a—f =Xx- e_z -2y




2 Solucién de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden

6. Integramos:
e @&
= j(x——z—Zy)dyz xy +——y?+9g(x)
y y

7. Derivamos a f respecto de x:

of e dg

8xyydx

8. Igualamos i aM:
ox

P Cl_E

dg
— =0 =C
y dx vy y=>dx =9

Asi, la solucion de la ecuacion diferencial es:
eX

xy+—-y?=C
y

9. Comprobamos:

o Derivamos la solucién respecto de x:
Ech
y+xy'+——-—y -2yy'=0
y Yy

O Despejamos a y':
ex , ex
(x——Z—Zny =-——-y
y y

+5)

y+=—

e A
5]

l(y2 + eX)dx +1(xy S 2y2de =0
Yy y y

:>(y+ijdx+(x—e—Z—Zdey=0
y

o Multiplicamos por y:

(y? + ex)dx+(xy—i— 2y2)dy =0
y

Problema resuelto \

o . 2x . .
Resolver la ecuacion diferencial (xy +1+ —y)dx + x2dy = 0, usando un factor integrante apropiado.
e)(

Solucién

En este caso:

M(x,y)=xy+1+2—); y N(x, y) = x?
e)(
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1. Comprobamos la condicién de exactitud — = IN :
dy  ox

Gl LG xy +1+— [= x—2x%™
dy 9y

a—N:i(xz)=2x

ox  ox

oM oN B A .
Puesto que m # o la ecuacién diferencial no es exacta.
y X

2. Construimos:

N M

_ 24-Xy 2 4—xy

H(Xy)=i)l\</’_jf}\/l= 2x x+§))(<e _ x+2x2j2 _
x(xy+1+e—xy]—yx2 %+x+exy—)0@/

. H(z) d
Entonces, si z = xy , u(z) = ej e e-[ ‘= er,
Asi, el factor integrante es: u(xy) = e¥.

3. Multiplicamos la ecuacién diferencial por el factor integrante:
(xye¥ +e¥ + 2x)dx + x?e¥dy = 0

Entonces:
M(x, y) = xye¥ +e¥ +2x y N(x, y) = x?e¥

M y) _ i(xyexy +eY¥ + 2x) = 2xe¥ + x%e¥

dy

ONGa yh - dbcer) - 2xe¥ + x?e¥

ox 0x

M  oN ., . .
— , la ecuacién diferencial ya es exacta.

Puesto uea—
PS5 = o

4. Hacemos:

5. Integramos:
f= J.xzexydy -y g(x) = xe¥ + g(x)
X

6. Derivamos a frespecto de x:

of
— X $5%
=e” + xyeV +

ox




Solucién de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden

7. lgualamos Gii aM:
ox

exy+xye’<y+§=xyexy+e’<y+2x:§=2x=>g(x)=x2
dx ax

Asi, la solucion de la ecuacion diferencial es:

xe¥ + x> =C

8. Comprobacion:

O Derivamos la solucion 2x + e¥ + xe¥(y + xy') = 0.
O Despejamos y':

, 2x +eY

y —2x-—eY¥ —yxe¥

x%e¥ X x%e¥

y'x%2e¥ + (2x + e¥ + yxe¥) =0

o Dividimos entre e¥

xzﬂ+ 2—X+1+><y =0= xy+’|+2—X dx + x%dy =0
dx \ev ey

B Ecuacién lineal de primer orden

La ecuacion lineal de primer orden es una ecuacién que puede representarse en la forma:

aw(x)% + a,(x)y = b(x)

Donde a;(x), ao(x) y b(x) solo dependen de la variable independiente x; y no dependen de y.

Dividiendo a la ecuacion aw(x)% + a,(x)y = b(x), entre a;(x), resulta:
Ix

dy a(x) _ b(x) _
ax "2 T 2k %y'x + Py = qlx)

Esta Gltima expresion se conoce como la forma canénica de la ecuacion lineal de primer orden.

dy

v p(x)y = g(x) M

Para encontrar la solucién de la ecuacion 1, determinamos el factor integrante dependiente de x:

dy

P + u(x)p(x)y = u(x)g(x) 2)
X

u(x)
Ahora, determinemos u(x), de tal manera que el lado derecho de la ecuacién 2 sea precisamente la
derivada del producto u(xy):

d _dy
S Lubay ] = =+ ubap (x)y

(X)ﬂ"‘% —d7y+

dx  dx y= dx #lx)p (xly
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Entonces, se debe satisfacer que:

d
Ly = wptely = L = utopto)
;Z:) = p(x)dx = Inu = dex

Por tanto, el factor integrante esta dado por:

U= eIp(x)dx

Usando este factor integrante en la ecuacién diferencial, resulta:

%[u(x)y] = u(x)q(x)

#x)y = [ux)g(x)dx + C

Entonces, la solucidn de la ecuacién diferencial es:

1
y = mj',u(x)q(x)dx + 0

Método para resolver ecuaciones diferenciales lineales de primer orden

La ecuacion diferencial se escribe
en su forma candnica:

L2 + py=qk
dx

La solucion de la ecuacion diferencial es:

| 1 (
Ecuacion diferencial de primer orden == f,u Wgbdx + —
) Hi)

Se calcula el factor integrante (x):

/,t(X) = e.fp(x)dx

Figura 2.2

Problema resuelto "\

Resolver la ecuacion diferencial lineal [31 - 8]dx +3dy =0.
X

Solucién

1. Escribimos la ecuacion diferencial en su forma canénica:

=+

dy .y _
dx  x

c
3




2 Solucién de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden

Asi, en este caso: p(x) = l y q(x) = g .
X

2. Calculamos el factor integrante u(x):
o
(x)dx o
Iu(x):e-[p :eJX = enx = x

Entonces, la solucién de la ecuacién diferencial es:

1708 C 1(8)x> C 4 C
y=—J—xdx+—=— —|=+===x+—=
xJ 3 x x\3)2 x 3 X

3. Comprobacion:

o Derivamos la solucién:

0 Y de la ecuacion y=£x+£=>C: y—ﬂx x:yx—ixzz
3 X 3 3

sustituimos C en y':

o Multiplicamos por 3:

(31— 8)dx+ 3dy =0

X

Problema resuelto "\

Resolver la ecuacion diferencial lineal xy’ — 5y = x®sec? x .

Solucién

1. Escribimos la ecuacién diferencial en su forma candénica:

Q—X:xsseczx
dx x
S 5 cnp2
En este caso, p(x) =——y g(x) = x> sec® x .
X

2. Calculamos el factor integrante u(x):

jp(x)dx _I% —5Inx Inx=> -5
ulx)=e =—edx =¢e =e =




Grupo Editorial Patria®

Asi, la solucion de la ecuacion diferencial es:

1 C
y = m]y(x)q(x)dx+m

y = xs'llx‘sx5 sec? xdx + Cx® = xsj.sec2 xdx + Cx®
y = x>tanx + Cx®

3. Comprobacién:

o Derivamos la solucion:
y' = x>sec? x + 5x* tan x + 5Cx*
o De y = x*tanx + Cx> despejamos a C:
C= yﬂ;& = % —tanx
O Sustituimos en y':

y' = x®sec? x + 5x* tanx + S(LS - ’canx)x4
X

y’:x5$ec2x+§x4/tan/x+5%—§xitan/x=x55ec2x+5%

:y’—szxsseczx
X

Problema resuelto "\

Resolver la ecuacién diferencial lineal x2y’ + 2xy = 3.

Solucién

1. Escribimos la ecuacion diferencial en su forma canénica:

dy Yy
— +2==
dx X

e3x

x2

3x
En este caso, p(x) = E y q(x) = e2 .
X

X
2. Calculamos el factor integrante u(x):
2dx

plx)dx == 2
Iu(x) = eJ. =@ x = g2hx = ghx® _ 42

Asi, la solucién de la ecuacién diferencial es:

ul(x)

1 e¥ c 1 . C e&* C
.y:FJXZ(XZ JdX+F=FJG3 dX+;=37+;

1 C
y = mj,u(x)q(x)dx+—




Solucién de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden

3. Comprobacion:

o Derivamos la funcién solucién:

’__£+i 3x_ie3x
x3 X 3x3
e3)(
o De y= §+; despejamos a C:
5 3x
C = x%y -
Y73
O Sustituimos en y':
3x
2| x2y - €
’ ( y 3 ] 1 3x 2 3x
y=s————F—>+—e*-—e

X 3x3

X X
)
)"=—2—y+%ez+le3x—%2‘é=—2—y+ie3X
X x> X2 € x X

O Multiplicamos por x?, la ecuacién anterior:

X2y = 2yx + e = x%y' + 2xy = e

I Ecuacién de Bernoulli

Una ecuacion de primer orden que puede escribirse en la forma: j—y+ p(X)y=q(x)y", donde p(x)y g(x)
X

son continuas en un intervalo (a, b) y n es un nimero real, es una ecuacién de Bernoulli.

Cuando n=0 0 n =1, la ecuacién es una ecuacién diferencial lineal y se puede resolver por el
método antes descrito.

Para resolver la ecuacion de Bernoulli, primero se hace el cambio de variable v=y'"", el que trans-
forma la ecuacién de Bernoulli en una ecuacién lineal.

Luego se multiplica la ecuacion de Bernoulli por y™; entonces:
d
y " L+ Py =gy y
dx

v Yt py "= g
dx

Después, se realiza el cambio de variable:
dy dy _ 1 dv

v = 1‘”zﬂzﬂ—n) Tl 22— = —
y dx y dx dx  (1—=n)y™ dx

Entonces:

1 g+
(1= n) dx

Como se puede observar, esta ecuacion ya es una ecuacion diferencial lineal de primer orden.
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Método para resolver ecuaciones diferenciales de Bernoulli

ﬂ + pWy=qXy conn®° 0,n° 1
dx

|
Ecuacidn de Bernoulli

Y

Se hace el cambio de variable v = y'="

dv
— + (I=npkv= (- n)ql
dx
Se resuelve por el método de las ecuaciones P
lineales de primer orden -
> Seregresa a la variable y = v~ )
Figura 2.3
Problema resuelto \
Resolver la ecuacion diferencial lineal & Sy = —Exy3 .
dx 2
1. En este caso n = 3, hacemos el cambio de variable v=y' "= y'-3=y2
O pady b v dv
dx dx  dx 2y dx dx
2. Sustituimos en la ecuacion diferencial:
dv 5
—5y L By = 2 xR
Yo =Y 7Y
3. Dividimos entre —.5y*:
&__5 5
dx —5y° / 2 (-5y?)
dv
L t10y2=5
dx v X
dv
L f1ov=5
o v = 5x
Esta Ultima ecuacién ya es una ecuacion diferencial lineal de primer orden escrita en su forma
canonica.




2 Solucién de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden

. (x) dx 10dx
4. Calculamos el factor integrante u(x): u(x) = e-[p = e-[ = @

Asi, la soluciéon de la ecuacién diferencial es: v = %Jl,u(x)q(x)dx + L
u(x

w(x)
v = i e'%*5x dx + e = e19%(5) ixe1Ox - Lemx + Ce™10x
elox elos 10 100
X 1
= _ 4 C —10x
YT27207°

Entonces, para obtener la solucién, regresamos a la variable y:

izi_i_'_ce—wx
y2 2 20

5. Comprobacién:

o Derivamos la solucion:

8

—iy’ = l — 10Cer!0x
y 2

o De la ecuacion iz x L + Ce™'%* despejamos a C:
y? 2 20

o Sustituimos:

Problema resuelto \

o - d
Resolver la ecuacion diferencial lineal < + ¥ = x3y?

X
Solucién

1. En este caso n=2; hacemos el cambio de variable v=y'-?2=y'-2=y~" entonces:

i_ L, dy d_y_ 1dv__zﬂ
dx ax T dx y*zdx_ydx




. Sustituimos en la ecuacién diferencial:
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dv y
22 Y
de X XY
. Dividimos entre —y*
&Y s
dx  y%x
ﬂ_ﬁ:_xs v _v_ s
dx  x dx  x

Asi, esta Ultima ecuacién ya es una ecuacion diferencial lineal de primer orden escrita en su forma
canonica.

_[ex 1

. (x) 5
. Calculamos el factor integrante u(x): u(x) = e-[p —ed X zghx =g = —
X

Asi, la solucién de la ecuacién diferencial es:

1 c
v = mj.,u(x)q(x)dx +m

4
v = —%J.%x3dx+% = —xJ.xzdx+Cx = —X?+Cx
X X
X4

v=——+Cx
3

. Regresamos a la variable y:

4
1 =——+Cx
y
. Comprobacion:
o Derivamos la solucién respecto de x:
1 4x3
__Zy, = —% +C
y
O De la solucién despejamos a C:
1 4 3
—=——+Cx:>C=i+x—
y yx 3
O Sustituimos en la derivada:
1 ’ 3 ’ 3,,2 y
=y =X+ — =y =xy-=
y X X




Solucién de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden

I Ecuacién de Riccati

d
Una ecuacién de la forma Y P(x)y* + Q(X)y + R(x) es una ecuacién de Riccati generalizada. Si se

dx 1
conoce una solucion de la ecuacion de Riccati, digase u(x), el cambio de variable y = u+ — reduce a
.. . . .. . . . . Vv
la ecuacion de Riccati a una ecuacién diferencial lineal de primer orden en v.

Demostracidn:
dy du 1adv

. . . 1 -
1. Se realiza el cambio de variable y = u+ —, entonces: =~ = — — — ——. Por consiguiente la ecua-
v

dx  dx v dx

cion diferencial de Riccati toma la forma:

2
du_ v P(x)(u+ 1) + Q(x)(u+ 1)+ R(x)

dx v?dx v v

du 1 adv u 1 1
dx_vzdx:P(X)(uz+2v+v2)+o(x)(u+v)+R(X)
du 1dv 1
&—UZP(X)—UQ(X)—R(X)Z VTJ'FV(ZUP‘FO)"FVT

., . ., . . du
2. La funcidon u satisface la ecuacidn de Riccati, entonces: — = P(x)u? + Q(x)u + R(x). De esta ma-
nera:

1dv 1 P
——+—(2uP+Q)+—=0
v? dx v(u ) v?

3. Se multiplica la ecuacién anterior por v?; asi pues, obtenemos la ecuacién diferencial lineal en v:

ﬂ+v(2uP+ Q)+ P=0
dx

Problema resuelto \

Resolver la ecuacion diferencial lineal d—y =-2-y+y?, sise conoce lasolucién u(x) = 2.
Ix

dy

1. lIdentificamos esta ecuacién con la ecuaciéon de Riccati: d_ = P(x)y?> + Q(Xy + R(x); entonces:
Ix

P(x) =1, Q(x)=-1, R(x) =-2. Haciendo el cambio de variable y =2 + l, se obtiene la ecuacion
v

diferencial lineal de primer orden para v, que es % +Vv(2uP + Q) + P = 0 ; por tanto: % +3v =-1.
x x

) ) _ ‘[p(x)dx _ I3dx 3
2. Calculamos el factor integrante u (x): u(x) = e =e = e’

, ., L ) 1 C 1
Asi, la soluciéon de la ecuacién diferencial es: v = —?Je“dx + = -3 + Ce™
e

e3x

Por tanto:

y:2+l:2+ 1 !
v
——+Ce
3" Ce
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3. Comprobacion:

o Derivamos la solucién respecto de x:

—3Ce=3x

1 2
(—f + Ce*”)
3
O Despejamos a C de la solucién:

y(—%+Ce‘3x) = 2(—%+ Ce‘3XJ+1

Ly y Ce™x = —Z+ 2Ce=* +1
3 3

g

_ y+1
T 3e(y-2)

o Sustituimos Cen y':

3 y+1 973{ zy+1 y+1
- 367 (y-2) Ay-2 y-2 -2+

( 1, y+l ygx/)z (7«//+2+/+1]2 (5( (x<2)

T37 3y _2) 3y-2) Fy - 2¢

dy
= =-2-y+y?
dx y+y

Problema resuelto "\

o - dy 4 1 . . y 2
Resolver la ecuacion diferencial lineal = = —— ——y+y?, siseconoce la solucion u(x) = —.
X

Ix X
Solucién

1. Identificamos esta ecuaciéon con la ecuacién de Riccati: Z—y = P(x)y? + Q(x)y + R(x); entonces:
X
P(x)=1, Q(x) = —1, R(x) = —iz.
X X

. . 2 1 . L .
2. Hacemos el cambio de variable y = —+ —; entonces, se obtiene la ecuacién diferencial lineal de
primer orden para v: 288

ﬂ+v(2uP+O)+P:0
ax

Por tanto:




2 Solucién de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden

. Jp(x)dx Jédx 3
3. Calculamos el factor integrante u(x): u(x) = e =elx =¢e¥hx =g = x3
Asi, la solucién de la ecuacién diferencial es: v = —iajx3dx + % =X icx
X X 4
Por tanto:
2 1 2 1
y=—+—=—+
X vooX X~
4. Comprobacién:
o Derivamos la solucién respecto de x:
€1 3C+x*
y = X 4) 2 a2
g_lxz X2 4C—X42 X2
x3 4 4x3
o De la solucién despejamos a C:
X8 +x_4_ 5 xt2x* + X%y
2 4 xy-2 4 Axy-2)
b% X
O Sustituimos en y':
3 2x* + X%y
4(xy — 2) 1 xy +1
' x4 "3) 2 xy =2
e Tt 775 T @y =255
x4+ X%y X
[4(xy—2) 1 (xy—2]
— = X
5 4
[ 4
dx x> x

Problemas para resolver

Encuentra la solucién general de las ecuaciones diferenciales
de los problemas 2.1 a 2.10, usando variables separables:

2.1 y'=8+2x-3x°
2.2 y=(4+3x*
2.3 y' =¥+ 2x

24 y =Y
2
25y = cos? X
y
2 _
2 = SE =
y
64

a Problemas aplicados a la realidad

2.7 y' =Inx —9x?

28 y ="
seny
i
2.9 y =
y 1+ x2

2.10 y' = e

a Problemas para resolver con tecnologia

ALERTA: La vida media de un material radiactivo es el tiempo
necesario para que se desintegre la mitad del material inicial.




Desintegracién radiactiva

2.11 Sidespués de 1000 segundos, una muestra de un

m material radiactivo ha decaido en 50% respecto de la
cantidad inicial, encuentra la constante de decaimiento
y la vida media de este elemento radiactivo.

ALERTA: Ley de enfriamiento de Newton:

dr
E—"(T—E)

Ley del enfriamiento de Newton

2.12 De acuerdo con la ley de Newton, la velocidad
de enfriamiento de un cuerpo en el aire es proporcional
a la diferencia entre la temperatura del cuerpo, T, y la
temperatura del aire, T,. Si la temperatura del aire es de
20 °Cy el cuerpo se enfria en 20 minutos, desde 100 °C
hasta 60 °C, jen cuanto tiempo su temperatura descen-
deré hasta 30 °C?

Crecimiento de un cultivo de bacterias

2.13 En cierto cultivo de bacterias, la velocidad de
aumento de poblacién es proporcional al nimero pre-
m sente en cualquier instante. Si se sabe que el nimero
original se ha duplicado en 12 horas. ;Qué ndimero de
poblacién se debe esperar al cabo de 24 horas?

2.14 Cuando se produce cierto alimento, se estima en
N el nimero de organismos de una cierta clase presen-
tes en un paquete. Al cabo de 60 dias, el nimero N

E aumenta a 1000N. Sin embargo, el nimero 200N es
considerado como el limite saludable. ;A los cuantos
dias, después de elaborado, caduca el alimento en
cuestion?

2.15 Un depdsito contiene 50 litros de salmuera con
1 kilogramo de sal disuelta en esta. Se introduce en el
depdsito salmuera que contiene disuelto 0.1 kilogramo

m de sal por litro a razén de 15 litros por minuto; entonces,
la mezcla, bien revuelta, se deja salir a una tasa de 20
litros por minuto. Determina el tiempo para el cual ya
no hay sal en el depésito.

Cantidad de medicamento

2.16 Un suero transporta cierto medicamento dentro
de un organo de 500 cm?®de volumen a una tasa de
entrada de 10 cm®/s y sale a la misma tasa. La concen-

m tracién del medicamento en el suero es de 0.08 g/cm?,
suponiendo que inicialmente no habia medicamento
presente en el érgano, encuentra la concentracion del
medicamento en el érgano después de 30 segundos y
120 segundos, respectivamente.

Encuentra la solucién general de las ecuaciones diferencia-
les de los problemas 2.17 a 2.21:

217 y' =4x+ 3y 218 y'=x+2y
219 y' —5y=x2 2.20 y' = (x+ y)?
2.21 y' =cos(x+y)

m Problemas aplicados a la realidad

B Problemas para resolver con tecnologia

Grupo Editorial Patria®

Encuentra la solucién general de las ecuaciones diferencia-
les homogéneas de los problemas 2.22 a 2.31:

220 F_Y X
x x y
2.23 2x%ydx = (3x3 + y®)dy
2
228 Y _Y X 4
dx x y?

-y
2.25 (xze X + yZde = xydy

O N
2.26 [y + xcotg%x —xdy =0
_ 3y -4x
2y -3x
2.28 (X% + 2xy)y' =—2y* — 3xy
2.29 X> -y’ =xyy'

2.27 y'

230 x+xy' =y
231 (y+ Xy =x-y

Encuentra la solucién general de las ecuaciones diferencia-
les exactas de los problemas 2.32 a 2.36:

2.32 (2x+4)dx+ (By—1)dy=0
2.33 (sen y— y sen x)dx + (cos x+ x cos y — y)dx =0
2.34 (2y’x—3)dx+ (2yx®*+ 4)dx=0

2.35 it Inx + %de = (1~ In xdy
2.36 (y° — y? sen x — X)dx + (3xy? + 2y cos x)dy =0

Encuentra el factor integrante y la solucion de las ecuacio-
nes diferenciales de los problemas 2.37 a 2.41:

2.37 = cosxy + isen xy + 3y? [dx + (cos xy + 3xy’)dy =0
. x? E
y (' (|
2.38 = 2 =0
§+X§Ix+q+ gy
| 10 ] 10
2.39 Q{+e—xy§!x+m+exy§1y=0

2.40 xy' —5y=x°sec?® x

2.41 X%y + 2xy = e*

Encuentra el factor integrante y la solucién general de las
ecuaciones diferenciales de los problemas 2.42 a 2.51:

2.42 (3y—8j+3y' -0
X

243 y -2y=-6
244 y - 2y=x

65




UNIDAD

52
245 y' — xy = x’e 2
2.46 xy' - 2x%y=e*
2.47 y' + (cos X)y = (sec? x)e™="*

1

2.48 y' - o

1
1727
2.49 y' +(In x)y =In x

2.50 y' + (1 +3x)y=3+9¥°
2.51 y' + (sec x)y = cos x

Resuelve las ecuaciones diferenciales de Bernoulli de los
problemas 2.52 a 2.61:

2.52 x?— dy +y? = xy
dx
dy
2.53 3(1 +20 = 2xy(y° - 1)
dx

2.54 x? % - 2xy = 3y*

X
2

255 2 _ Y _
dx x y

2.56 xy(1 + 2L =1
dx

2 Problemas para resolver

dy
257 L 5y = 2
Y 2
2.58 (x> — yAdx + 2xydy=0

2.59 y' + Y x3y?
X

2.60 y' +y=ye*

- 5@ — yz
3xy

Resuelve las siguientes ecuaciones diferenciales de Riccati
de los problemas 2.62 a 2.66:

d
2.62 Yoz 2y? con solucién u(x) = x
dx X
dy .
2.63 ™ =e>+ (1 + 2ey + y? con solucion u(x) = —e*
X

2.64 ﬂ =sec? x — (tan x)y + y? con solucién u(x) = tan x

2.65 % = 6+ 5y + y? con solucién u(x) = -2
x

2.66 % =9+ 6y + y? con solucién u(x) =-3
X

Q PROBLEMA RETO

En una empresa, la razén de crecimiento del volumen de ventas de un producto, a medida
que el precio x decrece, es proporcional al volumen de ventas e inversamente proporcional
a la diferencia entre el precio x y una constante b.

a) Expresa matematicamente el problema planteado.

1 b) Interpreta el significado del paréametro 1.

c) Determina la relacién entre el volumen de ventas y el precio x; es decir, la solucion

general.

d) Comprueba la solucién determinada.

e) Obtén la solucion particular que satisface y(50) = 1 y represéntala graficamente.
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Ecuaciones
diferenciales lineales
de orden superior

I OBJETIVOS

o Conocer los diferentes métodos para la solucién de ecuaciones diferenciales
de orden mayor o igual a 2.

o Conocer métodos de solucién de sistemas de ecuaciones diferenciales.

o Modelar y resolver diferentes fenémenos.

I ;QUE SABES?

o ;Como se resuelve una ecuacién diferencial de segundo orden?

o ;Cudntos métodos de solucion para resolver una ecuacién diferencial
de segundo orden existen?

o ;Cémo reducir el orden de una ecuacién diferencial?

o ;Doénde se aplican los sistemas de ecuaciones diferenciales?




Ecuaciones diferenciales lineales de orden superior

3.1 Introduccién

En la unidad 2 tratamos el proceso de solucién de las ecuaciones diferenciales lineales. Ahora, en esta
unidad, estudiamos las ecuaciones diferenciales lineales de orden mayor o igual a 2. En general, las
ecuaciones diferenciales lineales son de la forma:

n n-1
a(x) ZX{ +a_,(x) jxnf ot a1(x)% +a,(x)y = h(x)
Cuando h(x) = 0, se dice que la ecuacién diferencial lineal es homogénea:
n n-1
a (x) Z’IX{ +a, ,(x) jxﬂf .. +a1(x)%+ao(x)y =0

Si las funciones a(x) con i = 0,..., n son nimeros, se dice que la ecuaciéon diferencial lineal tiene co-
d* d? d? d -,
Y439 40 y+8—y+6y=0es una ecuaciéon

ax* dx? dx? dx
diferencial lineal de cuarto orden con coeficientes constantes homogénea.

eficientes constantes; por ejemplo, la ecuacién

Las ecuaciones lineales constituyen una clase especial de ecuaciones cuyo estudio esta profunda-
mente relacionado con los conceptos del dlgebra lineal. En el caso especial de las ecuaciones lineales
con coeficientes constantes, las soluciones se pueden expresar por completo en términos de funciones
elementales, un hecho ya conocido por J. L. Lagrange hacia finales del siglo xviil. Esto las hace espe-
cialmente aptas para servir como un primer modelo para aquellos procesos fisicos que tengan carac-
teristicas lineales, o aproximadamente lineales, como los que se relacionan en la teoria de pequenas
oscilaciones, la teorfa de circuitos eléctricos, etcétera. En los procesos de linealizacion, las ecuaciones
lineales también resultan Utiles en la etapa inicial del estudio de problemas no lineales.

Sabido lo anterior, iniciamos con el proceso de solucién de las ecuaciones diferenciales lineales de
segundo orden homogéneas con coeficientes constantes.

3.2 Ecuaciones diferenciales lineales de segundo orden
homogéneas con coeficientes constantes

Una ecuacioén lineal de segundo orden con coeficientes constantes se presenta en el movimiento
arménico simple, en el cual, la magnitud de la fuerza ejercida sobre la particula es directamente pro-
porcional a su elongacién, es decir la distancia x a la que se encuentra la particula con respecto a
su posicién de equilibrio. De esta forma, la fuerza estd dada por F, = —kx, donde k es una constante
positiva y x es la elongacién. El signo negativo en la ecuacién indica que en todo momento la fuerza
que actla sobre la particula esta dirigida hacia la posiciéon de equilibrio; esto es, en direccién contraria
a su elongacién.

Aplicando la segunda ley de Newton, el movimiento arménico simple se define en una dimensién
mediante la ecuacion diferencial:

F=ma=mx" %X”z—kx Cmt' +kx =0 I_—x_”l+£x=00 X"+ w’x =0 dondea)z\/?
F = —kx 1 m m

3.3 Método de solucién de la ecuaciéon diferencial lineal
de segundo orden con coeficientes constantes

El método de solucién de la ecuacién diferencial lineal de segundo orden con coeficientes constantes
se define como:

dry  _dy
——+a—+by =0
e T Y
Entonces, como soluciéon se propone:
2
y = e™ :>ﬂ=/le’“ :>d—y=/12e“
dx X

A2e™ + ale™ + be* =0
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Puesto que e # 0, para toda x € (—eo, o):
MP+al+b=0

Esta es la ecuacion auxiliar o caracteristica de la ecuacién diferencial de segundo orden, cuyas solu-
ciones son:

_—ax+a’-4b

A=
2

Asi, aqui se presentan tres casos:

1. Sia?-4b>0 = 1, #1, raices reales.
2. Sia’-4b=0= A, =], raices reales e iguales.

3. Sia’-4b<0=A=a* | complejas.

Caso 1

Si las raices de la ecuacién caracteristica son reales y distintas, entonces la solucién de la ecuacién
diferencial es:

y = ¢ et + celx

Caso 2
Si las raices de la ecuacién caracteristica son reales e iguales, entonces la solucién de la ecuacién di-
ferencial es:
y =™+ cxe
Caso 3

Si las raices de la ecuacién caracteristica son complejas conjugadas a + i, entonces la solucién de la
ecuacion diferencial es:

y = Ae* cos ffx + Be* sen fix

Resumiendo:

2
&z +aﬂ +by=0

dx? dx

— oA A
> Y= et + et

>

Raices reales =

\ > Ax Ax
A+al+b=0 ) - y=cem toxe
Raices reales =

> y=Ae™ cos Bx + Be™ sen Bx

Raices imaginarias 1 = a £ if

Figura 3.1

A continuacién se presenta un problema resuelto como ejemplo del caso 1.




m Alerta

Férmula general:
a¥+bx+c=0

_ —b+b* —dac

2a

X

Ecuaciones diferenciales lineales de orden superior

Solucién

Problema resuelto "\

Resolver la siguiente ecuacién diferencial lineal homogénea con coeficientes constantes de segundo
orden:

y'"' =5y +6y=0

1. Primero, se propone la solucién y = & entonces, la ecuacién caracteristica de la ecuacién diferen-
cial es:

A2-54+6=0

2. Luego, resolvemos la ecuacién caracteristica usando la férmula general:

L 5EBF -46) _5%1_| 4,=3
Ay =2

Las soluciones son distintas; por tanto, la solucion de la ecuacion diferencial es:

y=c,e¥+ c,e™

Comprobacién de la solucién
Ahora, derivamos la solucién con respecto a x:
y' = 3¢,e¥+ 2¢,e*
1 2
Luego, derivamos otra vez:
y'' =9¢,e¥+ 4c,e*

Sustituyendo en la ecuacién diferencial:

y' =5y +6y=0
9c,e> + dc,e® — 5(3ce¥ + 2¢,e?) + 6(c, e + c,e?) =
9c,e> + dc,e® — 15¢,e¥ — 10c,e* + b¢ie® + bc,e?) =

e*(9c, — 15¢, + 6¢)) + e* (4c, — 10¢, + 6¢,) =0

A continuacion se presenta un problema resuelto como ejemplo del caso 2.

Problema resuelto \

Resolver la ecuacion diferencial lineal homogénea con coeficientes constantes de segundo orden:

4y"" = 12y" +9y=0

Solucién

1. Primero, dividimos esta ecuacion entre 4, esto es:
9
g =y gy =

2. Luego, proponemos la solucién y = e entonces, la ecuacion caracteristica de la ecuacion diferen-
cial es:

AZ—3A+2:O
4
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3. Ahora, resolvemos la ecuacién caracteristica usando la férmula general

3+ ‘?—4(9
4

A=

3
_ _ 2
2 2 3
2
Las raices son iguales, entonces la solucién es:

%X ;X
y = ce2 +c,xe
Comprobacién de la solucién

Derivamos la solucion:
B] 3
y'=Zce? +Zc,xe?
- 1 2
2 2
Luego, derivamos otra vez:

3 3
"=Zlce? + Ze,xe?
Yy =6 22

4

Por Gltimo, sustituimos en la ecuacién diferencial:

5] 5] 3 B} 3 5]
4(% ce? + %szezx) - 12(% ce? + gczerXJ + 9[c1e2x + szezx) =0

3 3 3 3 3 3
=X =X =X =X =X =X
9c,e2” + 9c,xe2” —18c,e2” —18c,xe2 + 9ce? +9c,xe2 =0

3 3
ce? (9-18+9)+c,xe? (9-18+9) =0
e e

=0 =0

A continuacién se presenta un problema resuelto como ejemplo del caso 3.

Problema resuelto \

Resolver la ecuacion diferencial lineal homogénea con coeficientes constantes de segundo orden:
Sy" +3y'+7y=0

Solucién

1.

Primero, dividimos, esta ecuacion entre 5, esto es:

H+§ !+Z _0
y'tgy' gy

2. Luego, proponemos la solucién y = €; entonces, la ecuacion caracteristica de la ecuacion diferen-
cial es:

AZ+§A+Z:O
5 5

3. Resolvemos la ecuacién caracteristica usando la férmula general:

2
33 a2 3, 13
5\ 5) "5\ 5

2 - 2




Ecuaciones diferenciales lineales de orden superior

En este caso, el discriminante es negativo, por tanto las soluciones son complejas conjugadas:

i g ¢
P A Y v I SR R B Cry
T Y 2T 0 10
I B
T o107 10

Entonces, la solucién de la ecuacion diferencial es:

ol oot (51
10 10

y = Ae 10 cos X [+ Be 10sen

Comprobacién de la solucién

Derivamos respecto de x la solucién:

, 3A V131B| = V131 3B JI31A| = V131
——— |e °cos| ——x |+ TX

= —— 10
y 0 10 10 sen

10 10

Luego, derivamos otra vez:

3 (J_ J[3\/§A 618] . (\/EXJ[ 61A 3@3]

y'"' = e 10sen e 10cos
10 10

50 50

50 50

Por Gltimo, sustituimos en la ecuacion diferencial 5y'' + 3y’ + 7y = 0:

5[ 3 (\/_X]F\/FA 61BJ + Be 3*@(@)(]( 61A 3@5)]

50 50

50 50

e 10sen 10
10 10

+3{[ \/EBJ ?gcos(@xJ+(—§—@J ?gsen [@x]]
10

10 10 10
+7[Ae 10 cos(

3x [
x] + Be 10sen [% XD

\/131 \/13 B 61 15Bv131B
—e10cos 7A +3 — |-—
10 10 50 50
X \/ 31 3B V131A 61 15A\/131
+e 1Osen 7 -——-——|-5B| —
10 10 50/ 50
\/131 9A 61 3V131B  3BJ131B
—e10cos 7A————A —
10 10 10
= \/131 9B 61B 3v131A 3AV131
+e 1Osen 0 7B—————T 0 =0

3.4 Aplicacion de la ecuacion diferencial lineal de segundo orden:
movimiento armadnico simple

Un resorte ejerce una fuerza, F, sobre una particula de masa, m, que es proporcional al desplazamien-
to, x, y de sentido contrario a este, tal como podemos apreciar en la figura 3.2.
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El desplazamiento, x, se mide desde la posicién O de equilibrio, donde el resorte se encuentra
sin deformar. Cuando el resorte estd comprimido (x < 0), ejerce una fuerza sobre la particula dirigida
hacia la derecha; en cambio, cuando el resorte esta estirado (x> 0), ejerce una fuerza hacia la izquierda
(véase figura 3.2).

Fx—
Figura 3.2

Si estiramos o comprimimos el resorte de constante k, unido a una particula de masa, m, y lo soltamos,
veremos que el resorte empieza a oscilar. A partir de la medida del periodo de dichas oscilaciones,
podemos determinar la constante elastica del resorte.

Ahora, aplicamos la segunda ley de Newton al sistema formado por la particula de masa, m, y el
resorte de constante, k:

ma = —kx

Expresada en forma de ecuacién diferencial:
. d*x
dt?

Esta es la ecuacién de un movimiento arménico simple (MAS) de frecuencia angular ¢ = ,|— y perio-
m

dOP=27r_\/—_2 \/7

La ecuacion de movimiento del movimiento arménico simple esta dada por:

X"+ w?x =0 dondew = \/?
m

Para resolverla, determinamos su ecuacidn caracteristica:

MP+w’=0=A=twi

Puesto que son dos raices complejas conjugadas, entonces la solucién de la ecuacion diferencial es:
x = Ae® cos it + Be® sen fft

En este caso:
k . o
a =0, =w =,/— =frecuencia de oscilacion
m

Entonces, la solucion de la ecuacién diferencial es:

x=C, coswt+ C, sen ot
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Usando la identidad trigonométrica:

sen (wt+ ¢) = cos wt sen ¢ + sen wt cos ¢

La solucién de la ecuacién de movimiento del MAS se puede escribir como:

x = Asen(wt + ¢)

Donde Ay ¢ se determinan a partir de las condiciones iniciales: posicion inicial y velocidad inicial de
la particula.

La velocidad, v, de la particula se obtiene derivando x con respecto al tiempo:

v=Aw cos (wt+ ¢)

La aceleracién, a, se obtiene derivando la velocidad, v, respecto del tiempo:

_adv

T

= —Aw?sen(wt + ¢) = —Aw?x

Asi, llegamos a la ecuacién del movimiento de la particula:

a= dv = —Aw?sen(wt + ¢) = —Aw?x
dt

d?x d?x k

X A ax_. =X

at X © dt m X

Problema resuelto "\

Se fija un contrapeso de 4 kg a un resorte cuya constante es 16 N/m. ; Cuél es el periodo del MAS?

Solucién

La ecuacién de movimiento esta dada por:

El periodo del MAS es:

Problema resuelto \

Se fija una masa de 20 kg a un resorte. Si la frecuencia del MAS es — oscilaciones por segundo, ;cual
es la constante k del resorte? &

Solucién

El periodo es:
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Por tanto, el periodo del MAS esta dado por:

m m 4a’m
P=2:t\/;=>P2=4712?=>I<=—P2

K= 4m’m  Am?(4 kg)

P2 ESZ -
4

256 9
S

Problema resuelto "\

Una particula describe un movimiento oscilatorio arménico simple (MAS), de forma que su aceleracién
méxima es de 18 m/s? y su velocidad méxima es de 3 m/s. Determinar:

a) La frecuencia de oscilacién de la particula.

b) La amplitud del movimiento.

Solucién

La posicion de la particula es:

x = Asen(wt + ¢)
Su velocidad es:
v=x"=Aw cos(wt + ¢)
Su aceleracién es:
a=x""=-Aw?sen(wt + ¢)
Puesto que las funciones seno y coseno oscilan en el intervalo (-1, 1), los valores de la v, ;. y @, son:
Visx = AQ Y apsx = Aw?

A partir de estos valores despejamos su frecuencia:

m
2 18 —
G AW ] gy,
Vméx A(D i S
3J—
s
Y despejamos su amplitud:
m
A=me o S - 05m
o 1
s

3.5 Ecuacién de Cauchy-Euler
Las ecuaciones de Euler y Cauchy-Euler son ecuaciones lineales con coeficientes variables que pueden
transformarse, mediante un cambio de variables, en ecuaciones lineales con coeficientes constantes.

La ecuacion de Cauchy-Euler es de la forma:

2
xzz%+ax%+by=0dondea,be R
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Para encontrar su solucion, se realiza el siguiente cambio de variable:

’

y=x"=y =mx"" 1,y =m(m— 1)xm"2

Sustituyendo en la ecuacién de Cauchy-Euler:
x’m(m — 1)x""2 + axmx™ "+ bx™"=0
m(m — 1)x™ + amx™+ bx™ =0
x"mm-1)+am+b]=0

Como:

xm#0
La ecuacion auxiliar es:

mim-1)+am+b=0
m?>+(@a-1m+b=0

Caso 1

Si las raices de la ecuacidn caracteristica son reales y distintas, entonces la solucién de la ecuacién
diferencial es:

y=c XM + c,xm?

Caso 2
Si las raices de la ecuacién caracteristica son reales e iguales, entonces la solucién de la ecuacién di-
ferencial es:
y= X"+ co(ln x)x™
Caso 3

Si las raices de la ecuacion caracteristica son complejas conjugadas, entonces la solucién de la ecua-
cion diferencial es:

y = x4Acos(In x¥) + Bsen(In %))

Problema resuelto \

Determinar la solucién general de la siguiente ecuacién:

x2y'" +3xy’ + 10y =0

Solucién

Hacemos y=x"=y' =mx™~", y'' = m(m — 1)x™~2, y sustituimos en la ecuacién diferencial:
xX*m(m — 1)x" =2+ 3xmx™~ "+ 10x" =0
m(m — 1)x™ + 3mx™ + 10x™ =0
La ecuacién caracteristica a resolver es:
mm-1+3m+10=0=m*+2m+10=0
Asi, las soluciones son:

_ -2 £ 4 - 4(10)

2

-2+ -36 _
2

m
Entonces, la solucién general de la ecuacién diferencial es:

y = x"(Acos(nx®) + B sen(In x3)) = écos(In x3) + E sen(lnx?)
X X
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3.6 Ecuaciones diferenciales lineales
de orden mayor que dos

Sea:

ay"+a, Yy U+ .ay +ay=0

Donde ay, a, ...a,_, a, son constantes. Entonces, se propone que cada derivada y = m"; asi, su poli-
nomio caracteristico es:

a,m"+a,_m"~ "+ ... +am+a,=P,(m)
Por ejemplo, supongamos que podemos factorizar este polinomio:
Po(m) = (m = my)(m — my)(m — my)*(m? = 2a,m + ay® + BA)(m? = 2a,m + ay” + B5°)
Entonces, la solucion general estd dada por:

y=Ce™+ Cem* + Ciem™* 4+ Cxe™* + Cox?e™ + C,e?™ cos fix + C,e?™ sen ffx

+ Cee% cos Box + Coe*> sen Box + Cioxe® cos fx + Ci1xe*? sen fB,x

Problema resuelto "\

Determinar la solucién general de la siguiente ecuacién:

yo+y=0

Solucién

Primero, hacemos y* = m* y sustituimos en la ecuacién diferencial; entonces, la ecuacion caracteristica es:
m*+1=0

Resolviendo la ecuacién caracteristica:

1

LA i T /4 \/E \/E
ez | =e4 =cos—+isen—=—+i—
4 2 2

1
5 2 iz T .4 \/5 .
m; =—| ez =—e4=—cosz—lsen—=— =1

4 2

NI

mt=-1=

(=Y =2 a a2 A2
m- =]e?2 =e 4 =cos——Isen—=——|—
2 4 4 2 2
1

A
2 2

LAV = T . T
m;,=—|e2| =-e 4 =-cos—+isen— = -
4 4

V2 2 V2 2 V2 2 V2 2

e ~“x —x -—X
y =Ae? c037x+Be2 sen7x+Ce 2 cos7x+De 2 sen7x

Factorizando:

2 2
y=ez (Acos%x + Bsen%x) +e 2" [Ccosgx + Dsen%x)
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Comprobacién de la solucién

Derivamos a y:

y'=— Acos— X + Bcos— x — Asen— x + Bsen— x
2 2 2 2 2

. zf[ 2 e s s

——e 2 [ Ccos— x + Csen— x — Dcos— x + Dsen— x
2 2 2 2 2

\/Eﬁx[ V2 V2 V2 JEJ

Ahora, derivamos a y’', para obtenery'":

T VR P N (NN

—X —X
y'=e2 [-Acos—x+Bcos—x |+e 2 | Csen—x — Dcos— x
2 2 2
Nuevamente derivamos y obtenemos y''":

y,,,zgeﬁx( o peoi a2 o ]
2

2| —Acos— x + Bcos— x — Asen— x — Bsen— x
2 2 2 2

+ Ccos?x+Dcos?x—Csen7x+Dsen7x

S AR
Derivando una vez mas obtenemos y*:
V2 V2
yW=_e2” [Acos%x + Bsengx] —e 2" (Ccos%x + Dsen%x]

Sustituyendo en la ecuacién diferencial:

Yi4y=0

2 2
—e2 (Acosgx + Bsen@x) —e 2" [Ccos%x + Dsen%x)

5 2
te?z (Acosgx + Bsen%x) +e 2° [Ccos%x + Dsen%x) =0

3.7 Solucién de ecuaciones diferenciales lineales
de segundo grado no homogéneas

La solucién general de una ecuacién diferencial lineal de segundo grado no homogénea es de la
forma:

x(t) = X, (t) + xp(t)
) L
solucion de lahomogénea solucion particular
Para encontrar la solucién particular, existen dos métodos:

1. Método de variaciéon de parametros.

2. Método de los coeficientes indeterminados.
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I Método de variacién de parametros

Sea la ecuacion diferencial:
Yy + Xy + gX)y=h(x)
1. Se resuelve la ecuacién diferencial homogénea:
y'+ Xy +gXy=0
Asi, su solucién es:
Y=oyt Gy,
2. Se propone como solucién de la ecuacion no homogénea:
Yo = uX)y;(x) + v(x)y,(x)
Se deriva y, a condicion de que u'y; + v'y, = 0:
Yo=Uyr + vy,
Ye=uy1+uyi+ vt Vvy,
Uyt vy, =0=y =uy' i +Vy,
y//quy//1+u/y/1+vy//2+v/y/2
3. Se sustituyen la funcién y las derivadas en la ecuacion no homogénea:
(uy/[1+uly/1+Vy/f2+vfy/2)
+ f((uy’s + v'y,) + g(Xuy; + vyz) = h(x)

uly”, +f(x)y’y + gixy,) + vy, + f(x)y', + g(x)y,) + Uy’ +Vv'y',) = h(x)

0 0

Entonces, se debe satisfacer que:
u'y's + vy, = hix)
La solucién propuesta es:
Yo = ulx)y;(x)+ v(X)y,(x)
Esta solucién propuesta debe satisfacer:

Uy +Vvy,=0

u'y's +v'y's=hix)

Resolviendo el sistema usando la regla de Cramer:

0 Y2 Y1 0

BLCRZ v, hix

v=r—-—-+ y V=r—-—
Yi Y2 Yi Yo
Yoy, Yy,

. Y Y2 .
Al determinante W = , ) se le llama wronskiano.
Y Yo

Si el wronskiano es diferente de cero u' y v/, entonces existen y estan dadas como:

u= —J‘*dyzh(x) x y v= J‘Lh(x) dx
w w
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Yy + fl)y" + gy = h(x) ’—\
Yy 4+ gy =0

Se resuelve la homogénea
,:> ¥, = ) + oy, 0)
Se propone como solucion

de la ecuacién no homogénea
y = uly, () + vix)y,ix) <—,

1
Se calcula el wronskiano ) yh) y;hx)

—J' m &y v= J' dx
Se - ! -
W= A Y, #0  determina La solucion de la ecuacion
B V.o, ! diferencial no homogénea es

y = uly,(x) + vix)y,(x) )

Figura 3.3 Método de variacién de parametros.

Problema resuelto \

Resolver la ecuacion diferencial:

y' "+ 3y + 2y =sen(e)

Solucién

La ecuacién caracteristica de la ecuacién diferencial homogénea es:

_-3+49-8 -3+1

-1
!
2 2
m>+3m+2=0=
—3-49-8 -3-1
m, = = =-2
2 2
Entonces, la solucién de la homogénea es:
yh=Cie*+ Cie®
Esto es:
yi=eryy,=e>
Como solucién de la ecuacion no homogénea se propone:
Yo = ulx)e™ + v(x)e >
Ahora, se calcula el wronskiano:
—X —2X
W= Yo Y2 |_| e @ = D3 4 e = _g3x
AR 2 —e —2e™

En este caso, h(x) = sen(e¥). Entonces:
H Alerta u=—f%x y V=J‘%dx
Integramos por partes:

—2x X
fe“sen(e*) dx = u= —Iij(e)dx = jexsen(ex)dx = — cos(eX)
—ercX

u=e" —du=e'dx
dv = e*sen(e*)dx — v = cos(e*) J- e *sen(eX)

v = dx = —J e*sen(eX)dx = e* cos(eX) — sen(e*)
fudv =u - Jvdu =(e*)cos(e*) — je* cos(e*)dx = (e*)cos(e*) — sen(e*)

_ef3x
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Por tanto, la solucién de la particular es:

Y, = —e 7 cos (eX) + (e* cos(e*) — sen(e*))e™?* = W + W — e ?*sen(eX)

Yp = —e>sen(eX)
Asi, la solucion de la ecuacion diferencial es:
y=Cie™+ Ce® — esen(e)
Comprobacién de la solucién
Para esto, derivamos y con respecto a x:
y' =-C,e* = 2C,e > + 2e¥sen(e) — e *cos(e¥)
y'' = Cie*+ 4C,e — de Zsen(e¥) + 2e >e*cos(e”) + e*cos(e) + e*e*sen(e”)

y'' = Cie”*+ 4C,e* — de>sen(e”) + 3ecos(e”) + sen(e”)

ge/x + E@Ze‘z\x — 4e=2%sente*) + 3e *cos(e*) + sen(e)
+3(=Ce™ 2Cse2 + 2eLisenfe) — e cos(e’)
+2(9rer‘{ + t}e‘z\x—e—sen(-e—}‘zx = ) = sen(e”)

I Operador anulador

Si y = f(x) es una funcién que tiene n derivadas y L(D) es un operador diferencial lineal con coeficientes
constantes, tal que:

L(D) = L(D)f(x) =0

decimos que el operador L(D) es el anulador de y = f(x).
Asi, por ejemplo:

m Siy=c, entonces de_ 0=D= di es el anulador de c.
X Ix

m Siy=x, entonces i(x) = i(1) =0 D= i es el anulador de x
y=x axz " dx Cdx? ’
342 2 3
m Siy=x% entonces C;; = %(ZX) = %(2) =0 M= % es el anulador de x2.
n+1yn n n+1
m Siy=x", entonces Cilx”:(1 = c('Z(” (nx"~")=..= %(n(n -1...)=0° D' = c(*Z(”” es el anulador

de x".

. d d
m Si y= e entonces (D—a)e™ =| ——a|e* = —e™ —ae® = ae™ —ae®™ =0 es el anulador
de e dX CIX

d? d d
m Siy=xe>, entonces (D — a)’xe™ = (D? — 2aD + &%) = (dxz - Zaa + azjeax = aae"’x — 23%e™ + a’°e®

= g’eax — 2a°e® + a’e® =0 es el anulador de xe®*.

m Siy=x"e”, entonces (D — a)""'x"e* =0 es el anulador de x"*"e

81




Ecuaciones diferenciales lineales de orden superior

Por otra parte, D? + 3% es el anulador de cos fix, sen fix o de la combinacién lineal de C,cos fix
+ C,sen fx.

(D? + BAcos Bx = j—;ﬁx + f2cos Bx = —f3? cos fx + f2cos fx =0

2

(D? + B)sen Bx = jf sen fBx + fF?sen Bx = —3? sen Bx + ?sen fx =0

X2

2

(D?+p2)(C,cosfx+ C,senfx)= % (C,cosfx+ Cysen fBx)+ % C,cos fx+ C,sen fx) =—f2C,cos fx—?C,sen x
+ 32C,cos Bx + f?C,sen fx =0

Problema resuelto \

Determinar el anulador de e* + 2%e* — x%e*.

Solucién

El operador anulador de esta ecuacién es el que hace cero a todos los términos de la expresion:

de*x
D_Ner = 25 _ox =
( Je dx e =0

2
(D —1?2xe* = 2(D? — 2D + N)xe* = Z(% xeX — ZdixeX + xe") = 2(2e* + xe* — 2(e* + xe*) + xe¥)
x x

= 2265 +xex 226° — 2xe* + xex) = 0
d3

2
(D - 1)3x%e* = (D° — 3D? + 3D + N)x%e* = %xzex - 3%x2ex + 3%x2ex + x%e* =

= 66F + e + Bxel — 3(26% + x2e” + Ixer) + 3(adex + xel) + ek = 0

El anulador en este caso es: (D — 1)°.

I Método de coeficientes indeterminados
Este constituye un método para encontrar una soluciéon particular de la ecuacién diferencial lineal de
orden:
ay''(t) + by'(t) + cy(t) = f(1)

El método en cuestion consiste fundamentalmente en intuir la forma de una soluciéon particular. Se
aplica cuando la funcién f(t) es una combinacién lineal de productos (finitos) de funciones tales que
derivadas den el mismo tipo de funcién. Estas son:
m Polinomios en t
m Funcién exponencial e
m Combinaciones lineales de cos(wt) y sen(wt).
Para resolverla, se usa una funcion de prueba, la cual es una combinacién lineal del mismo tipo de
funciones, y cuyos coeficientes se determinan reemplazandola en la ecuacién diferencial.

El caso mas general es:

(1) = e"p(tcos(wt) + g(t)sen(w1)]

Donde h,w T 0 y p(t), q(t) polinomios de grado n.

La funcién de prueba general es:

y*(0) = eM((k; + kot + ...k, , ;t)cos(wt) + (I + Lt + .1, 1t)sen(w1))

En la que ky [ son los coeficientes a determinar.
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Si h + iw es raiz de la homogénea asociada (lo que ocurre cuando esta funcién de prueba es solu-
cion del problema homogéneo), y*(t) debe multiplicarse por t.

Problema resuelto \

Determinar la solucién general de la ecuacion diferencial:

y'+2y +3y=6x+1

Solucién

Primero, resolvemos la homogénea:
y'+2y' +3y=0

La ecuacion caracteristica es:

2422 12

m2+2m+3:O:>m=¥:>m: 2.\/_
-2—22, 2_ il

Entonces, la solucion de la homogénea es:
y, = Ae™* cos J2x + Be*sem/2x

Aqui, es preciso observar que al aplicar D? + 2D + 3 a cualquier polinomio de primer grado se obtiene
otro polinomio de primer grado. Entonces, se propone como solucién particular un polinomio de pri-
mer grado, esto es:

yp=Ax+B

(D? + 2D + 3)(Ax + B) = 5722(Ax+B)+2%(Ax+B)+3(Ax+B):2A+3B+3Ax:6x+1
= 3Ax=6bx=>A=2

2A+3B=1=2(2)+3B=1=B=-1

Por tanto, la solucion de la ecuacién diferencial es:
y=yp+Yy,=Ae>cos V2x + Be™sen V2x +2x—1

Comprobacién de la solucién

Derivamos y respecto de x:
y' = —Ae ¥ cos V2x — AV2e*seny2 x — Beser/2x + By2e*cos/2x + 2
y'' = Ae*cosv2 x + Av2e*seny2x + Av2e*sen/2 x — 2Ae*cosy/2 x
+Be*seny/2x — By/2e *cosy2x — By2e*cosv2x — 2Be~*seny/2x

= —Ae*XCOSx/E X+ 2Aﬁef*sem/§x - Be’xsen\/zx - ZB\/Ee*XCOSx/Ex
y'+2y' +3y =6x+1

—Aeeosv2x + M — Be*sem/2x — M
+2(—-A€iees-q@(- - M — Be*sem/2x + M + 2)

+3(-A%Xees-q5* + Be‘xsenx/zx +2x — 1) =6x+1

4+6x—-3=6x+1
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Problema resuelto "\

Determinar la solucién de la ecuacion diferencial:

y'" +5y' =4x+8

Solucién

Primero, resolvemos la homogénea:
y'+5y'=0
La ecuacion caracteristica es:
?+5r=0=>r=-5yr,=0
Entonces, la solucién de la homogénea es:
Yn=Ce+ g,
Ahora, determinamos la solucién particular. Al no existir término en y en el primer miembro de la ecua-
cién, cuando se aplica el operador L a un polinomio P(x) de grado m se obtiene otro polinomio de gra-

do m - 1; por tanto, para obtener un polinomio de primer grado, habra que probar con un polinomio
de segundo grado, con cualquier término independiente, por ejemplo 0.

Asf, se propone como solucién particular y, = Ax* + Bx y como operador anulador D? + 5D:
D(AX? + Bx) = 2Ax + B
DXAX + BX) = 2A
= DAx2 + Bx) + 5D(AX2 + BX) = 2A + 5(2Ax + B) = 2A + 5B + 10Ax
= 2A+ 5B + 10Ax=4x+8

De la ultima ecuacién nos quedan las ecuaciones:

10A=14
2A+5B=38
Resolviendo el sistema:
At _2
10 5
o(2)isB-g—p-8_24_3¢6
5 25 25
Por tanto, la solucién particular es:
= gx2 + 3—6x
Yo =5% T35
Entonces, la solucién de la ecuaciéon diferencial es:
— — —5x 2 2 36
y=y,ty,=ce +c2+§x +£x
Comprobacién de la solucién
Primero, derivamos a y respecto de x:
4 36
"= -5ce™ +—x+—
y=mae g X s

4
"= P =
y 1 5

Luego, sustituyendo en la ecuacién diferencial obtenemos:

25c1e’5x+£+5 —5c1ef5x+EX+% =4x+8
5 57725

4 36 40
M+§—M+4x+?=4x+?=4x+8
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3.8 Solucién de ecuaciones diferenciales usando wxMaxima 11.04.0

Ademas de los métodos descritos antes, también existe un software disefiado para resolver ecuaciones
diferenciales de segundo orden, que recibe el nombre de wxMaxima 11.04.0. A continuacién, veremos
cémo se utiliza este software.

Como ejemplo, resolveremos la ecuacion diferencial y'' + 2y + 4y = 0 sujeta a las condiciones ini-
ciales y'(0) =1, y(0) = 1.

En este caso, el primer paso, una vez que estamos utilizando wxMaxima 11.04.0, es limpiar proce-
sos e introducir al software nuestra ecuacion diferencial:

i35) kill(x,y)$
depends(y,x)$
"diff(y,x,2)+2*"diff(y,x)+4*y=0;

(%i136)
i37)
d? d
(%037) e y+2 Ey +4 y=0

El siguiente paso es introducir el comando ode2(%, y, x). Para dar solucién a la ecuacién diferencial,
la salida es:

(%i38) ode2(%, y, X);
(%038)  y=%e—x(%kl sin(V3x)+%k2 cos(V3x))
Ahora, calculamos las constantes con wxMaxima, introduciendo las condiciones iniciales con el coman-

do ic2(%, x=0, y=1, "diff(y,x)=1). De esta forma, la solucién al problema de valores iniciales
en wxMaxima es:

(%$139) ic2(%, x=0, y=1, 'diff(y,x)=1);

» 2 sin (\Ex)
3

+cos (\/gx)

3.9 Solucién de sistemas lineales homogéneos
con coeficientes constantes

A continuacién se presenta con detalle el método para la solucién de sistemas lineales homogéneos
con coeficientes constantes. Como ejemplo, utilizamos el siguiente sistema:

dx,

g = a11x1 + a12x2 + ...+ a1an
dx,

7dt = a, X + a,, X, + ...+ a,, X,
dx,,

7dt =a,X; ta,x, +...+a, x,

Este sistema de ecuaciones se puede escribir en forma matricial como:

’
X Q. Gy X
’
Xo || @ 82 - 9 X5
r
Xn arﬂ an2 ann Xn
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Sea,
gxq E SX1 E Saﬂ a, - a, E
X' = EXZ E,X= %XZ EyA: Ea:m 82 = O Eentonces
O C T r E :
D)(Vn E DXn E a, a, .. a, E
AX=X'

Las soluciones del sistema de ecuaciones diferenciales homogéneo, estan dadas por el vector:

Ll O
1
I:lk []
_ O} Cla _ ot
X=H7 B =Ke

He, B
Entonces:
X = Kle't = Klett = AKet

Ahora, dividiendo entre &'t obtenemos:

AK=AK= (A-A)K=0

Para que se tengan soluciones distintas de la trivial (K= 0), se debe cumplir que:

|[A=4l|=0
Asi pues, al desarrollar el determinante se obtiene una ecuacién polinomial en 4, la cual recibe el nom-
bre de ecuacidn caracteristica de la matriz A; sus soluciones son los eigenvalores de A. Una soluciéon

con K# 0, que corresponde a un eigenvalor 4, se conoce como eigenvector de A; entonces, una solu-
cion del sistema homogéneo de ecuaciones diferenciales es:

X = Ke't
En la ecuacién caracteristica, se pueden presentar tres casos:

Caso 1: Eigenvalores reales y diferentes.
Caso 2: Eigenvalores reales y repetidos.

Caso 3: Eigenvalores complejos.

Enseguida se estudia con detalle cado uno de los casos anteriores.

I Caso 1. Eigenvalores reales y diferentes

Cuando la matriz A n x n tiene n eigenvalores reales y diferentes 4,, 4,, ..., 4,, siempre es posible deter-
minar un conjunto de n eigenvectores linealmente independientes K, K, ...K,. Por tanto, el conjunto
fundamental de soluciones es:

X, = K&, X, = Ke2!, ..., X, = K ehnt

Y la solucion general del sistema es:

X = C,K et + CK,e2 + ... + C,K ehnt
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Resolver el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales:

dx
X _3x-5
dt T

dy
Y _ox-4
e T

Solucién

Como primer paso, obtenemos los eigenvalores:

3-4 -5
2 4-2

22+1-2=0
A+2QA-1)=0=4=-2,4,=1

Luego, obtenemos los eigenvectores:

Paral,=-2, (A+ 2/)K=0:

5 5 \k_oo| 5 S5 L
2 2 2 2 )| k

5k, — 5k, = 0
K =k
2k1—2k2=0}:> 1=

Después, hacemos: k;=1=k; =k, =1.

Entonces:

Paral,=-2, K, = [1]

Paral,=1,(A-1)K=0.

Ahora, hacemos k; = 1.

Entonces:

1
Parald,=1, K, =| 2
5

‘:(3—/1)(—4—,1)+10=0

Ar2i=| 3 -3 +2’IO:5—5
2 4 0 1 2 2
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Por consiguiente, la solucion general del sistema es:
p 1 Ce? + C,et
X=C et +C,| 2 et = 2
1(1) HE Ce™? + nget

Esto es:
x= C,e?+ Cyet

y=Ce? + %Czet

Comprobacién de la solucién

% =-2Ce? +C,e' =3x -5y =3(C,e® + C,e') - 5[C1e4t + %Cze‘] =-2Ce™® + C,et

% =-2Ce? + %Czet =2x — 4y = 2(C,e% + C,et) — 4(c1efzr + %Czet) =-2Ce? + nge‘

I Caso 2. Eigenvalores reales y repetidos
Cuando la matriz A n x n tiene n eigenvalores reales y repetidos, un factor de la ecuacién caracteristica
es (A —4,)™, entonces se dice que 4, es un eigenvalor de multiplicidad m.

En este caso se pueden presentar las siguientes situaciones:

a) Si es posible determinar m eigenvectores, la soluciéon general del sistema es la combinacion

lineal:
C Kt + C KMt + ...+ C K, et

b) Si solo existe un eigenvector que corresponde al eigenvalor 4;, de multiplicidad m, es posible
determinar m soluciones linealmente independientes de la forma:
X, = Ket
X, = Kteht + Peht

X =K e't 4+ P At ettt +
" (m-"! (m-2)! (t-3)!
Donde:
(A-2,NDK=0
(A=A NP=K
(A-1,Q=P

Entonces, la solucion general es:
X=CX +CX, + ...

Problema resuelto "\

Resolver el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales:

dx

— =2x-4
a =T
C]—y=x+6y

dt
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Solucién

Primero, obtenemos los eigenvalores:
2-4 b 2o 6-M+4=0
1 6-1

22— 8i+16=0
(L-4P=0=2,=1,=2

En este caso, 4, es un eigenvalor de multiplicidad 2.

Luego, obtenemos el eigenvector:

Ao 3 2 )
(25 )e0=( 25 £ )

—2k, — 4k, =0 Sk,
k, +2k, =0

Paral, =4, (A-4/)K=0:

O —
-~ o
N—_——
I
VY
- %
|
N
N—_———

Ahora, hacemos k, =1 = k, =-2.

-2
Entonces, parai, =4, K = (1 ) una solucién es:

-2 —2et
() =)

Asi pues, solo existe un eigenvector. Ahora, calculemos el otro eigenvector a través de la relacién:

(A—4)P=K
( -2 -4 J(M ] _ (_2P1 - 4’P2J _ (_2J
1 2 P pi +2p, 1

pi+2p,=1=p;=-1

Hacemos p, = 1:

-1
Entonces P = (1 ) Una segunda solucién es:
X, = Kte' + Pett

X, = 2 tett + —1 ot = 2 = g
1 1 tett + et

Por tanto, la solucién general es:

—2eft —2tet — eft —2C,e* + C,(-2te* — e*)
X=CX +CX, =G (e‘“ J+ C (te4t + et ) - (Qe“‘ + C,(te* + e*)
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Comprobacidon de la solucién

% = -8C,e* - 8C,te* — 6C,e*
2x — 4y = 2(-2C.e* + C,(-2te* — e*)) — 4(C,e* + C,(te* + ) = —-8C,e* — 8C,te*t — 6C, e’

dy

e 4C.e* +5C,e* + 4C,te*t

X+ 6y = —2C,e* + C,(-2te* — e*) + 6(C,e* + C,(te* + e*)) = 4C,e% + 4C,te*t + 5C,e*

I Caso 3. Eigenvalores complejos

Cuando la matriz A n x n tiene eigenvalores complejos y K es un eigenvector correspondiente al eigen-
valor complejo 4 =« + i, donde a y § son reales, entonces las soluciones correspondientes son:

Keity Ke't
Kett = Kele+ Pt = Ke*tePt = Ke*(cos Bt + isen f3t)
Kelt = Kele =Pt = Ke*te Pt = Ke*(cos ft — isen 1)

zZ+z i

Para cualquier nimero complejo z=a+ib, A = y B = —(-z + z) son nimeros reales. Entonces,
se definen las matrices: 2
K+K i =
B, = 5 yBZ:E(—K+K)

Por consiguiente, las soluciones son:
X, = (B;cos it — B,sen ft)e“
X, = (B,cos Bt + B;sen pt)e
Asi, la solucién general es:

X=CX, + CX,

Problema resuelto \

Resolver el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales:

dx
P ox-2
g T
dy
= _5x—
g Y

Solucién

Primero, obtenemos los eigenvalores:

=—(1-A(1+1)+10=0=-1+42+10=0

1-4 =2
5 -1-1

A2 +9=0=>A1=13i

En este caso,a=0yf=3.
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Luego, obtenemos el eigenvector:

Para, 1, = 3i, (A= 3il)K=0:
Azio| 1 2 g 1O [ 1-3 -2
5 -1 0 1 5 -1-3i
-3 -2 e_go| 1-30 -2 ST
5 -1-3i 5 -1-3i )| k,

(1 -3k, — 2k, =0

5k, — (1 + 3k, =0

De las ecuaciones anteriores obtenemos:

Hacemos k, = 1= k, = i

N | w

il
2

Entonces, los eigenvectores son:

K+ K i .

Ahora, calculamos las B, =

1 3. [+ 1 3.
_ ——=i —+ =i 1
K+ K 2 2 2 2
B1 = > = 7 = 1
2
=il 1
_1 L — u l 4L E’
i = 2 2
Bzzz(—K+K)=l 2 =l 3
2
Por tanto, las soluciones correspondientes son:
1 0 cos 3t
X, =|| 1 |cos3t—| 3 |[sen3t|=] 1 3
= == —cos 3t + —sen3t
2 2 2 2
0 1 sen3t
X, = 3 |cos3t+| 1 [sen3t|=| 3 3 1 .
-= = —=cos3t + —sen3t
2 5 50083t + > sen
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Asi, la solucién general es:
X, = C,Kel + C,Kek
cos 3t sen3t

X=C + C.
! lcos 3t + §sen3t 2 —Ecos 3t + l5en3t
2 2 2 2

Entonces:
x = C,cos 3t+ C,sen 3t
y = %((C1 —3C,) cos 3t +(3C, +C,) sen 3t)

Comprobacidon de la solucién

% = —3C,sen 3t + 3C, cos 3t

x =2y = C, cos 3t + C,sen3t — ((C, — 3C,)cos 3t + (3C, + C,)sen3t) = -3C,sen 3t + 3C, cos 3t

% = ZQ cos 3t + %CZ cos 3t — §C1sen3t A ngsen3t

5x — y = 5(C, cos 3t + C,sen3t) — %((C1 —3C,)cos 3t + (3C, + C,)sen3t)

= %Q cos 3t + %Cz cos 3t — %C1sen3t A %CzsenSt

3.10 Aplicaciones de los sistemas de ecuaciones diferenciales

Existe una gran variedad de aplicaciones de los sistemas de ecuaciones diferenciales; a continuacién
se explican algunos de los mas comunes.

I Modelo depredador-presa

Supongamos que dos especies animales interactéian en un mismo ecosistema, donde la primera solo
come plantas y la segunda se alimenta de la primera. En otras palabras, una especie es depredadora
y la otra es la presa.

Entonces, sean x(t) y y(t) las poblaciones de depredadores y presas en cualquier momento, t. Si no
hubiera presas, se podria esperar que los depredadores disminuyeran de acuerdo con la ecuacién:

dx
dt

=-ax, a>0

al carecer del suministro alimenticio adecuado.

Por otro lado, cuando hay presas en un ecosistema es légico imaginar que la cantidad de interac-
ciones por unidad de tiempo entre ambas especies es simultdneamente proporcional a sus poblacio-
nes xy y; en otras palabras, es proporcional al producto xy. Asi, cuando hay presas, hay alimento para
los depredadores, los cuales aumentan en cantidad en el ecosistema a una tasa bxy > 0. Asi, al sumar
esta tasa a la ecuacion anterior se obtiene un modelo demogréfico para estos depredadores:

% = -ax + bxy

Por otro lado, cuando no existen depredadores y las reservas de alimento son ilimitadas, las presas
aumentan con una rapidez proporcional al nimero de especimenes existentes en el momento t. Asi:

dy

=dy, d>0
dt Y ”
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Pero, cuando hay depredadores, el modelo demogréfico para las presas es la ecuacion anterior menos
cxy, ¢ > 0; esto es, disminuyen segln qué tan rapido son devorados:

dy
=2 _dy -
" ly — cxy
. dx dy ) . .
Por tanto, las ecuaciones — = —ax + bxy y e dy — cxy forman un sistema de ecuaciones diferen-
ciales no lineales: t t
dx
— = ax+bxy = +b
o ax + bxy = x(a+ by)
dy
Y dy—exy = v(d—
ot ly —cxy = y(d —cx)

Donde a, b, cy d son constantes positivas. Este es un famoso sistema de ecuaciones que recibe el
nombre de modelo depredador-presa de Lotka-Volterra.

A excepcion de las dos soluciones constantes x(t) =0, y(t) =0 y x(t) = d/c, y(t) = a/b, este sistema no
lineal no se puede resolver en términos de funciones elementales; sin embargo, si es posible analizar
estos sistemas con software en forma cuantitativa y cualitativa.

Ahora, ademas de las dos especies referidas antes, consideremos que también existen dos es-
pecies animales distintas que ocupan el mismo ecosistema, no como depredador y presa, sino como
competidores en el uso de los mismos recursos, como alimentos y espacio vital. Cuando falta una es-

dy

' . - o . dx
pecie, supongamos que la razén de crecimiento demografico de cada especie es — = ax y e

&y
respectivamente. dt

En vista de que las dos especies compiten, otra hipdtesis podria ser que cada una se ve menguada
por la influencia (o existencia) de la otra poblacion. Asi, un modelo de las dos poblaciones es el sistema
lineal es:

%:ax—by
%zcy—dx

Donde a, b, cy d son constantes positivas.

I Modelos de competencia

Por otra parte, podriamos suponer que cada rapidez de crecimiento en las ecuaciones debe disminuir
a una tasa proporcional a la cantidad de interacciones entre las dos especies:

%:ax—bxy
%zcy—dxy

Por inspeccién, es posible observar que este sistema no lineal se parece al modelo depredador-presa
de Lotka-Volterra. Por tanto, seria méas real reemplazar las tasas que indican que la poblacién de cada
especie aislada crece en forma exponencial con tasas que reflejen que cada poblacién crece en forma
logistica (esto es, que la poblacién permanece acotada):

% = ax — bx?
d
= A a,y — b,y’

dt
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Pero, si a esas nuevas tasas se les restan razones proporcionales a la cantidad de interacciones, llega-
mos a otro modelo no lineal:

d

F): =ax—bx?—cxy = x(a, —bx—cy)
d

C%tl =ay —b,y? —c,xy = yla, — b,y — ;)

en que todos los coeficientes son positivos. Entonces, al sistema lineal y a los sistemas no lineales se
les conoce como modelos de competencia.

Problema resuelto "\

Se tiene un modelo depredador-presa de Lotka-Volterra definido por:

% =-0.1x + 0.02xy

dy
= =02y -0.025
p” y xy

Donde las poblaciones x(t) del depredador y y(t) de la presa se expresan en miles. Con un programa
de software, calcular, aproximadamente, el momento t > 0 cuando se igualan por primera vez las po-
blaciones, suponiendo x(0) = 6, y(0) = 6. Se pide usar las gréficas para hallar el periodo aproximado de
cada poblacion.

Para resolver el sistema de ecuaciones, utilizamos el software Two Dimensional Differential Equation
Solver and Grapher V 1.0, que se encuentra disponible en la siguiente direccion de Internet, desde
donde es posible descargarlo: http://www.zweigmedia.com/RealWorld/deSystemGrapher/func.html

(5} Tore Demerntional Difsprs: =

€ C A D wwwrweigmediacomFeaWorld/ deSyitemden pher func hir o A
Two Dimensional Differential Equation o USLiss fines .

. Ti Summary 4l F sl lons
Solver and Grapher ¥ 1.0 Everything far Calculuy

Esim o ffersnial suaes (DE o Kyvsem. of rws DEq (ot the mumple” Vamied 1 e i Sasple s EA matial readtusas (fod o 18 o baliems Mrvedl s Prvia "Cenpll * The samerwal Fesndls % e belerw e praph. 5 1w a8 e
Meemlan (ks " o "agra(1)) faw Mo Ximin, i ol el )

Nuiw: Then grigpbet e anssvr, 00w Soiart i Mdmacenpd, il 8 iy st T i e i S 1F s s s B e rocSamie o Th 1t s Brsrowivir down Bt Plntass i K Phoe et Favfon [

Type of Eiffrrential Eyustion:
) Single o poler D = 2. &
S Byveem of firwt der D 1" = 3 A = pix 2 0

gt Y wwe Seremmd Oder D Hrre:
o = bmcmmal o, n a1

[Ecampis | [Emas G

Ox
Bnpt ywnr wyrtems of DEn hen:
x = Emctizm ol g 6

¥= Tysusey 743
= ¥ m— |
‘asia] candmmn fan = chia) jmp i

e e 4
G e vy =84 | GH ¥ w88

Figura 3.4
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Una vez que tenemos acceso al software Two Dimensional Differential Equation Solver and Grapher V
1.0, escribimos las ecuaciones diferenciales, como se muestra en la figura 3.4. La pagina despliega la
tabla que se muestra a continuacién:

() Tero Dimericnal Dipvar

€ O M ) e Qe B.COmy Fle Al 01 e Syt i d et Aunc here ala

Smmeria] ssmrdinase of the sslumion surves will appear e
- -
B3 I
8.2 k0310040 6 0Taaee
R
A THE 10NN AT
T
LE5I6 10097 | &3S
13 [T T
NI 8 I
3 EarRan & T
LT MBI 0
13 [Raaii 41T
25 68T A TRHTI
3 RSP M
125 60013 6 O
113 |msanaots 5eTs00
T I 105
i haaent 1 0TIEN.
425 Eana54. 7 1354888
3 (RN T
473 T aa0e 1 2e
i [ emns
25T T2 T T
33 (13300 |7 dH
{475 1T 1T
4 [TAAN T AT
T
€3 [TATS T a0e
47172000 T
T[T T Ak
mleuTe s
TR R

Figura 3.5

Luego, graficamos los valores, como se ve en la figura 3.6:

10

1\

\
\
\
\
\

0.5
2.5
3.5
45
5.5
6.5
7.5
8.5
9.5

10

Figura 3.6

En la gréfica de la figura 3.6 podemos observar que entre t=5.75 y t = 6 las poblaciones se igualan,
en 7400.
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Ahora, repitiendo la gréfica hasta t= 100, obtenemos las curvas que se muestran a continuacion:

12

) NG

N
}‘\

4 / /
N v N v
2
0
o Cal (=3 aal (=) Te] o ) (=) Ea) o ) (=3 [ a) (=) al (=3 al (=3 el f=4
— — &N &N o/ o S S 1N on O O N N 0 0 &Y & g
Figura 3.7

Como estamos manejando poblaciones, entonces: x(t) > 0, y(t) 2 0.

Como se puede observar en la figura 3.7, las curvas caracteristicas de las demografias de depre-
dadores y de presas para este modelo se hallan sobrepuestas en los mismos ejes coordenados. Las
condiciones iniciales empleadas fueron x(0) = 6, y(0) = 6.

El modelo parece predecir que ambas poblaciones, x(t) y y(t), son periddicas. Esto tiene sentido
intuitivamente, porque cuando disminuye la cantidad de presas, la cantidad de depredadores terminara
reduciéndose por un menor suministro de alimento; pero, a causa de una disminucién en la cantidad
de depredadores, la cantidad de presas aumenta, lo que, a su vez, origina un mayor nimero de de-
predadores, provocando otra disminucién en la cantidad de presas. De la figura 3.7 también se puede
observar que el periodo aproximado para ambas especies es de 45 afios.

3.11 Solucidén de sistemas de ecuaciones diferenciales
usando el CAS wxMaxima 11.04.0

Los sistemas se ecuaciones diferenciales también pueden ser resueltos con el software CAS wxMaxima
11.04.0, como se puede observar en los siguientes problemas resueltos.

Problema resuelto "\

Usando el CAS wxMaxima11.04.0 resolver el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales:
X'(t) =3x+ 2y
y'(t) =5x -4y
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Solucién

Para resolver este sistema usando el CAS, se teclea el siguiente comando:

-——> desolve (['diff (x(t),t)=3*x(t)+2*y(t), " 'diff (y(t),t)=5*x(t)-4*y(t)1,
[x(t),y(E)]1);

—E (2(2 y(0)+4x(0))-x(0))sinh 89t]
(%010) [x(t) =%e 2 2 +x(0) cosh 89t]
V85 2
“E 1 (205 x(0)-3y(0)) -y (0)) sinh |22 E
2 2 V§§t]
y(t)=%e +y (0) cosh
V85 2

Problema resuelto \

Usando el CAS wxMaxima 11.04.0 resolver el siguiente problema de valor inicial:

X'(t) = 3x + 2y

J(t) = 5x — 4y }con x(0)=5, y(0)=10

Solucién

Cuando se quieren afiadir condiciones iniciales en el origen, estas deben escribirse antes de resolver
el sistema.
Asi que primero debemos indicar los valores iniciales de x y y con el comando atvalue:

il) atvalue(x(t),t=0,1);
atvalue(y(t),t=0,1);
(%o1) 1
(%o2) 1
Después, resolvemos el sistema:
(%$14) desolve(['diff (x(t),t)=3*x(t)+2*y(t), 'diff(y(t),t)=5*x(t)-4*y(t)1,

[x(t),y(E)]);

t \189t]
—— | 11 sinh| —
2 2 V89 t
(%04) [x(t) =%e +cosh ,
V89 2
t S V89 t
== gl | =——
2 V89 t
y(t)=%e +cosh ]
V89 2
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Posteriormente, graficamos ambas curvas; para lo cual, primero se definen:

(%i5) define(xo(t),%e” (—t/2)*((11*sinh((sqrt(89)*t)/2))/sqrt(89)+cosh((sqrt(89)*t)/2)));
define(yo(t),%e” (—t/2)*((3*sinh((sqrt(89)*t)/2))/sqrt(89)+cosh((sqrt(89)*t)/2)));

L 11 sinh[\/§§t &5
(%05) xo(t):=%e 2 2 +cosh 8ot
\89 2
_t| 3 sinh|B9t
(%06) yo(t):=%e 2 2 +cosh jggf
\89 2
(i8) wxplot2d([xo(t),yo(t)],.[t.8,10],[style, [lines,2,2], [lines,1,1]],
[legend, “x(t)”,“y(t)“], [xlabel,“t”], [ylabel,“x,y”]);
2.5e+018 T T T
X(f) e
2e+018 | (1) e
1.5e+018 [
CWtE) 1e+018
5e+017 |
0 .
8 8.5
t
(%08)
Figura 3.8

3.12 Ecuaciones diferenciales reducibles
a ecuaciones de primer orden

Dada la ecuaciéon xy'' =y’

Sea:
z=y
Z/ — y//
Entonces, haciendo el cambio de variable, la ecuacién se reduce:
xz'=z
dz dz dx
x—=z=—=—=Inz=Inx+Inc,
dx z X

z=cwx:>%:c1x:>dy=cwxdx

de = J.qxdx

2
y:C17+C2
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Problema resuelto "\

Determinar la solucién general de orden superior:

y/r/ _4y/r _Sy/ :O

Solucién

En este caso, primero se realiza el cambio de variable:

z=y

Z/ :yVV

Z” :yV//
7Z'-47 -5z=0

Luego, se resuelve la ecuacion diferencial de segundo orden homogénea:

] = 41\/162—4(—5) :412\/§:4i6

2

Ar=5,2,=-1
z= e+ e
Por ultimo, se encuentra a y:

ad c
Z= d_y =ce¥+ceX > y= I(qesx + c,e)dx = ?esx — e+ ¢y
X

Problema resuelto "\

Determinar la solucién general de orden superior:

y'""=5y"+3y' +9=0

Solucién

La ecuacioén caracteristica esA®> — 54+ 31 + 9 =0.

. 5
Entonces, hacemos el cambio 4 =t + =

3 2
t+E -5 t+E +3 t+E +9=0
3 3 3

16, 128

t?——t+—=0

3 27

P3 q3 9 P3 CI3 g

3 —_qg= -3 = = d _3 = = _ 1
t+pt-g=0=t (3) +(2) +2 (3] +(2] >

16 128 16 128
T At R TR
=

pY _ (16) _ 409
3) - (9) 729




: 3 Ecuaciones diferenciales lineales de orden superior

2 2 3 2
G | 128 _lese Ak iE ) el g
2 54 ) T 2916~ 729 3) "2

:>/l=t+§=—§+5=—1
3- 373
A2 —61+9
l+ﬂﬁ—5ﬂ+3l+9
MYERL
— 647 +32 A3 52 43449 =(A+NA2-64+9) =(A+TNA-32 =0
612 + 64
9 +9
—94-9
0

Las raices de la ecuacion caracteristica son: es A, =-1,1,=3,1;=3.

Asi, las soluciones de la ecuacién diferencial son:

y = cieX+ e + cxe™

Problema resuelto \

Determinar la solucién general de orden superior:

y(4)+y//r +yr/ =0

Solucién

Primero, hacemos el cambio de variable:

Z'+72 +2z=0

La ecuacién caracteristica de esta ecuacién diferencial es:

A+A+1=0

Asi que su solucién es:

_1+1-4 1£0i3
N 2

2

l\)l&

A

N —
H+

Por tanto, la solucién de la ecuacién diferencial es:

zZ= e_% [c cos(é x] NG sen(ﬁ x]]
! 2 z 2
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Pero:
= e? [61 cos(ﬁ x] + czsen(ﬁ x]]
dx 2 2
=
y' = chos[g XJ e 2dx+ czjsen[g x] e 2dx + c,
Jcos{ix]e 2 dx = cos(%x]e2+\/§sen{\/§x]e2
V3 V3 (V3] =
Jsen TX 2dx——7cos —x||@Z sen| —x [e 2
Entonces:
| |: 1 [\/g ] X \/5 {\/5 J _x}
y =c¢|—zcos|—x|e2+—sen|—x|e?
2 2 2
V3 (V3 ) .
c, —7cos TX 2 ——sen|—x|e2|+c,
’:{—%—g 2}:os(ﬁx]ez +[§ 1—%2]se (—x]e2+c3
Integrando:
y=[—%—%cz}[cos(gx)e_;dx-r(gq—%]fsen[gx]e_;dx+c3x+c4
(o B 1 (3 )2 3 (V3 )
Yy=|l-7—-—76¢6||—-zcos| —x|e 2 +—sen| —x |e 2
2 2 2 2 2 2

NEO Vel Y3 o) 2 NI
+[7c1—?2 —cos| —ox ez —osen| —=x e Z [+ cyx e,

y = Acos [ﬁ x)e2 + Bsen(ﬁ x]e2 tex+c,
2 2

Comprobacién de la solucion
Como esta solucion debe satisfacer la ecuacién diferencial:
y(a) +y!ll +yu = 0

Grupo Editorial Patria®
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: 3 Ecuaciones diferenciales lineales de orden superior

Entonces, derivamos a y sucesivamente y encontramos:

y' = —lAcos{ﬁ x] ez - %\/gAsen[g x] ez - %Bsen[E XJ e+ %\/chos [@ x)e_2 +c,

2 2 2

y'= —%e_% [A COS(@ X] = \/gAsen [@ x) aF Bsen{g x) 4 \/chos(g XD

y'"" = Acos (ﬁ XJ e_g + Bsen[ﬁ XJ e_g
2 2
y@ = —%e_% (A cos[é XJ + Bsen(g x] - ﬁBcos(% x} + @Asen(g XJJ

Por dltimo, sustituimos en la ecuacién diferencial:

—%ez[%+8—eﬂ%—\/§&os[§xJ+m@]
+W+Bﬁﬁ@€i+

2 2
—%e_g [%—m@ +Bseﬁ-%x}+ ﬁBcos(ngJ =0

3.13 Aplicaciones de las ecuaciones diferenciales
ordinarias de segundo orden

En esta seccion se presentan y desarrollan algunas de las aplicaciones mas comunes de las ecuaciones
diferenciales ordinarias de segundo orden.

I Mecanica newtoniana

Problema resuelto "\

Un paracaidista cae junto con su paracaidas, partiendo desde el reposo, de una distancia y,. El peso
total es w en N. Sobre el sistema actla una fuerza debida a la resistencia del aire que es proporcional
a la velocidad. Si la caida es vertical, determinar:

a) La ecuacion de movimiento.

F=mg-kv
d’y dy
27 - _ k=2
m dt? mg dt
dy  kdy _
dt?  mdt
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b) La ecuacién con los siguientes datos w= 98 Ny k=10 kg/s.

109
d?y s dy m d’y 1dy m
&y Y _9gM ,0Y, D _ogM
a2 " 10kg dt 2 de sdr &2

c) La distancia recorrida por el paracaidista al tiempo t.

Solucién

Resolvemos la ecuacion diferencial homogénea:
d’y 1dy
2 Yoo
dt?  sdt

Proponemos como solucion y = e, sustituyendo en la ecuacion diferencial determinamos la ecuacion

caracteristica:
2,

A2+-4=0
s

Resolvemos la ecuacion caracteristica:

La solucién de la ecuaciéon homogénea es:
t

Yh=Ce s +C,

Ahora resolvemos la ecuacién no homogénea, para eso calculamos el wronskiano:

t

yi=es, y, =1
1 .t
=——es, ' =0
Y s Y2
i
es 1 _t
W = y,1 ylz _ B = U
Y1 Y2 ——es O &

Puesto que el wronskiano es diferente de cero, calculamos a uy a v:

8 :
Y t t
u=-[% P g [—Lgr=—98T [esdt = (9.8 mies + 9.8 m
w -t s
—e s 0
s
ik
8 —es f
Jy*h(t)d = [ —dt=98 " [ar=98 =
w L s s
—e s 0
s
La distancia recorrida en un tiempo t es:
t t t

Y = Yo = Ult)y,(t) + v(tly,(t) = —(9.8 m)ese s + 9.8 me s + 9.8t =
5]

t
Y=y, =-98m+98 me s +9.8t =
S]
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: 3 Ecuaciones diferenciales lineales de orden superior

Problema resuelto "\

Una particula se mueve a lo largo del eje x de acuerdo con la ecuacién:

d’x dx
+9—+20x=0
dt? dt *
A partir de un punto ubicado a 2 m a la derecha del origen, la particula en el tiempo t=0 segundos se
dispara hacia la izquierda con una velocidad v =12 m/s. Determinar:

a) El tiempo en que la particula pasa por el origen.
b) El desplazamiento en t="5s.
c) Lavelocidadent=5s.

Solucién

La ecuacién caracteristica de la ecuacién diferencial es:
A2+94+20=0=>14,=-4,1,=-5

Entonces, el desplazamiento esté dado por:
x=cet+ et
Y la velocidad esta dada por:
v = o _ —4c,e™ + —5c, et

dt
Para t=0, x=2 m, esto es una condicién inicial.
Para t=0, v=-12 m/s, la siguiente es la segunda condicién inicial:
2=¢+¢c
-12=-4¢,-5¢,=> ¢, =-2,¢c,=4
Xx=-2e*+4et
Entonces:

a) 0=-2e*+4e = 2e=4e = % —etl= —t= % =-0.69315 = t=0.69315 s

b) x=-2e*® + 46> =-4.0668 x 10° m
c) v=28e—-20e"=1.6211x10°m/s

Problema resuelto \

Considérese un resorte en el que la fuerza, que es proporcional a su alargamiento, produce una fuerza
de 4 N en un alargamiento de 50 cm. Un peso de 19.6 N colgado desde el resorte se empuja hacia
abajo a partir de la posicién de reposo que estd a 1 m. Si se suelta el peso, estudiar y determinar el
movimiento en los siguientes casos:

a) Cuando no hay resistencia del aire.

b) Sila resistencia del aire es 8 dx/dt.

c) Si ademaés de la resistencia del aire hay una fuerza proporcional a la estructura del soporte y = 10
sen 2t.

Solucién

Se tienen las ecuaciones:

oW 196,
g 981
Frekx = k05m)=4N= k=N _gN
05m m
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a) Sino hay resistencia del aire, la ecuacion a resolver es:

d?x

— +kx=0
e
d?’x  k d’x 4
W—FEX:OﬁW*—s—zX:O

La ecuacién caracteristica es:
A?+4=0=1=12i = x=c,cos 2t + c,sen 2t
Asi, las condiciones iniciales son:
t=0 cuando x =1
t=0cuando x' =0, entonces ¢, =1y c,=0
X = cos 2t
A=1

w=2:>T:2—”=n seg
w

b) Si la resistencia del aire es 8 dx/dt, la ecuacion a resolver es:

X g

dtz dt

d?x dx
ﬂﬁ+4g+4x=o

La ecuacion caracteristica es:
AP+8l+4=0=x=e?(c;+ot) = x=e2 (1 +21)

c) Si ademas de la resistencia del aire hay una fuerza proporcional a la estructura del soporte y = 10
sen 2t, la ecuacion a resolver es:

d?x ax
mﬁ = —8(x — 10 sen Zt)— 8& =
2
%+4%+4x=—405en2t

Su solucidn es:
x=e?(6+ 12t) — 5 cos 2t

I Péndulo simple

Un péndulo simple se define como una particula de masa m suspendida del
punto O por un hilo inextensible de longitud |y de masa despreciable (véase
figura 3.9).

Si la particula se desplaza a una posicion 6, (donde se forma el angulo del
hilo con la vertical) y luego se suelta, el péndulo comienza a oscilar.

El péndulo describe una trayectoria circular, formando un arco de una cir-
cunferencia de radio . Aqui, estudiaremos su movimiento en la direccién tan-
gencial y en la direccion normal.

Asi, podemos decir que las fuerzas que acttian sobre la particula de masa
m son dos:

o e
m Una fuerza vertical, el peso mg.

N
m La accién del hilo, una fuerza T en la direccién radial.

En seguida, se descompone el peso en la accion simultanea de dos componen-
tes, mgsend en la direccién tangencial y mgcosf en la direccién radial. Figura 3.9
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Ecuaciones diferenciales lineales de orden superior

Ecuacidén del movimiento en la direccién radial

2
En este caso, la aceleracion de la particula es a, = T dirigida radialmente hacia el centro de su tra-
yectoria circular.

Entonces, la segunda ley de Newton se escribe:

2 2

mv

ma, =T —mgcosf = LU T-mgcosh = T =

+ mg cos 6

Conocido el valor de la velocidad v en la posicién angular 8, podemos determinar la tension T del
hilo.

Principio de conservacion de la energia

En la posicion 0 = 60,, el péndulo solamente tiene energia potencial, la cual se transforma en energia
cinética cuando el péndulo pasa por la posicion de equilibrio.

Figura 3.10

Ahora, comparemos dos posiciones del péndulo:

m En la posicion extrema 6 = 6,, la energia es solamente potencial:
E,= mg(l - Icos 6,)

m En la posicion 6, la energia del péndulo es en parte cinética y en parte potencial:

2

mv
E=
2

+ mg(l — Icos 6)

Entonces, la energia se conserva:
2

mg(l - Icos 6,) = m;

v2 =2gl(cos 6 — cos 6y)

+ mg(l - Icos 6)

La tensién de la cuerda es:

2

T= m/"

+ mgcos 0

m
/
T=3mgcos 6§ — 2mgcos 6,

T=--2gl(cos 6 — cos 6,) + mgcos 6
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La tension de la cuerda no es constante, sino que varia con la posicién angular 6. Su valor méximo se
alcanza cuando 6 = 0, es decir, cuando el péndulo pasa por la posicién de equilibrio (la velocidad es
maxima), y alcanza su valor minimo cuando 6 = 6,, es decir, cuando la velocidad es nula.

Ecuacién del movimiento en la direccién tangencial

- . dv
La aceleracion de la particula es a, = P

Aqui es importante recordar que la componente tangencial de la aceleracion describe Gnicamente los
cambios en el médulo de la velocidad de la particula, mientras que la aceleracion normal da cuenta de
los cambios en la direccion de la velocidad con el tiempo.

Entonces, la segunda ley de Newton se escribe:

ma, = mgsen 6

La relacién entre la aceleracién tangencial a, y la aceleracién angular @ es a, = al. La ecuacién del mo-
vimiento se escribe en forma de ecuacién diferencial:

2
j—2+%sen0 0

Oscilaciones de pequefa amplitud

Cuando el dngulo 6 es pequefio, entonces sen 6 = ; en este caso, el péndulo describe oscilaciones
armonicas cuya ecuacion es:

d?6 L9
0=0
dt2 |
Resolvamos la ecuacién diferencial:
d?6 g
6=0
dt2

Entonces, la ecuacién caracteristica es:

—‘N

+
—|@Q

Il

+
ey

Asi, la solucién es:

0=C, cos\/7t+C sen\/7

Ahora, apliquemos la condicién inicial 6(0) = 6

6,= C,cos 0= C,

0 = 0, cos \/%t + Czsen\/?t

(t) = 00\/% cos \/%t +C, \/%sen\/%t
0'(0) = \/%CZ =C,=0
0 =0, cos \/%t

En seguida, definimos la frecuencia w = g

I

Y la condicién inicial 8'(0) = 0:
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Entonces:

Ecuaciones diferenciales lineales de orden superior

6 =06, cos wt

sen(wt+ ¢) = sen wt cos ¢ + cos wt sen ¢

Si¢=n§con n=1,5,9,.

sen(wt + ¢) = cos wt

Entonces, la solucion es: 0 = 6, sen(wt + ¢).

Y el periodo es:

I Movimiento amortiguado

Se dice que se tiene un movimiento amortiguado cuando hay una fuerza resistiva dependiente de la
velocidad; la ecuacion de movimiento esta dada por:

Ex__k
dt m

Entonces, hacemos:

Por tanto, la ecuacidén auxiliar es:

_E :>d72)(+2%+ﬁx O
m dt mdt m~
b k
2n=—, p? = —
P T

m?+2nm+p?=0

m Sin®> p? se dice que se tiene un movimiento sobreamortiguado y la solucién de la ecuacién de
movimiento estd dada por: x(t) = C,e!'t + C,et?.

m Sin?=p? se dice que se tiene un movimiento criticamente amortiguado y la solucién de la ecua-
cién de movimiento esta dada por: x(t) = C,e* + C,te.

m Sin? < p? se dice que se tiene un movimiento subamortiguado y la solucion de la ecuacién de

movimiento estd dada por: x(t) = e™(C, cos/p? — n*t + C,seny/p? — n?t)

Problemas para resolver

Resuelve las siguientes ecuaciones diferenciales homogé-
neas de segundo orden de los problemas 3.1 a 3.10:

3.1 y”—g+y=0

3.2 y”%y+%y=0
33 y'+2y' +3y=0
34 y'-2y'-3y=0
3.5 y' + 10y +25y=0
3.6 y'—-y=0
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a Problemas aplicados a la realidad

3.7 y' -3y +2y=0
3.8 y' - 24y +12y=0
3.9 y'' +16y +3y=0
3.10 y'' + 10y +5y=0

3.11 La ecuacién de un MAS es x(t) = 2 cos 30xt, en la que
x es la elongacién en cmy ten s. ; Cudles son la amplitud, la
frecuencia y el periodo de este movimiento?

E ALERTA: La frecuencia es: f=%

a Problemas para resolver con tecnologia




3.12 Un objeto en movimiento arménico simple con fre-
cuencia de 10 Hz tiene una velocidad méaxima de 3 m/s.
;Cual es la amplitud del movimiento?

3.13 La frecuencia de una masa que oscila en los extremos
de un resorte es de 5 Hz. ;Cuél es la aceleracién de la masa
cuando el desplazamiento es 0.15 m?

3.14 Un resorte se estira 0.05 m cuando se le cuelga una
masa de 0.3 kg. Responde las siguientes cuestiones:

a) ¢Cual es la constante del resorte?

b) ;Cual es la frecuencia de vibracion de la masa en el ex-
tremo del resorte?

3.15 Un objeto que esta fijo a un resorte describe un mo-
vimiento arménico simple. Su velocidad méaxima es 3 m/s y
su amplitud 0.4 m. ;Cual es su desplazamiento cuando v =
1.5 m/s?

Resuelve las ecuaciones diferenciales de Cauchy-Euler de
los problemas 3.16 a 3.25:

3.16 x%y'' —12y=0
3.17 xzy”+§xy’ —§y=0

3.18 X%y +2xy' = 12y=0

3.19 X%y +5xy' +4y=0

3.20 x%y'' —3xy' +5y=0

3.21 x%y'" —xy' +2y=0

3.22 X%y +3xy' +y=0

3.23 %" +xy' —y=0

3.24 X%y'' + 2xy' -2y =0

3.25 Xy + xy' % =0

Resuelve las ecuaciones diferenciales por variacién de para-
metros de los problemas 3.26 a 3.30:

3.26 X%y —xy' + y=4xIn x

3.27 y' +2y' +y=e*Inx

3.28 (1—x)y' +xy' —y=2(x—1)?e*, 0<x< 1
3.29 y'' + 16y = cos(4x)

330 y' +2y - 8y=[é_i2)
X X

3.31 Determina el operador anulador de las siguientes ex-
presiones:

a) 13x+9x%—sen 4x
b) 3+ e*cos 2x

c) x®-5x

d

e

) e*sen x — e¥cos x
)

x’e+sen 2x+5

@ Problemas aplicados a |a realidad

a Problemas para resolver con tecnologia
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3.32 Utilizando el método de coeficientes indeterminados,
determina una solucién particular y escribe la solucién ge-
neral de cada una de las ecuaciones diferenciales ordinarias
siguientes.

a) y' -4y +4y=2x>—4x+2
b) y' =2y +4y=e*
c) y'+8y=16sen x
d) y''+y=2cos 3x

3.33 Determina la solucién de las siguientes ecuaciones
diferenciales usando el método de variacién de parame-
tros.

a) 9y -6y +y=x

(<

) 9y +4y=e>

c y'+4y=12sen 2x
d) y' =3y +y=2sen 2x
e) y' -4y +2y=¢*

h oy ey -
9y 4y’ +2y=x

Ty=¢e™

h) y'+y=2e>+8x
i) y'+y=2e*+2e"+x
)y —y=2e"+2e+x

3.34 Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones dife-
renciales:

a) %=x+4y
%=x+y
b) %=x—4y
%:x—Sy
c) %=x—4y
%=x+y

3.35 Reduce el orden de las siguientes ecuaciones diferen-
ciales y resuélvelas:

a) xy''+y =0
b) (x=1)y" -y =0
) Xy +x=1
d x+My" =y
e) xy' -y =x
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3.36 Para cada una de las siguientes expresiones, determi-
naw, Ry 0 para que la expresion dada se escriba en la forma
u = Reos(wt — 9). Utiliza la identidad cos(f * ¢) = cos 6 cos ¢
+ sen 0 sen ¢.

a) u=3cos2t+4sen 2t
b) u=3cos5t+2sen 5t
c) u=4cos8t—2sen8t
d) u=-cos3t+ \/g sen 3t

3.37 Una masa de 2 N alarga 6 cm un resorte. Si se jala
hacia abajo la masa otros 3 cm mas y se suelta, suponiendo
que no hay resistencia del aire, determina la posicién de la
masa en cualquier instante t. Determina la frecuencia, el pe-
riodo y la amplitud del movimiento.

ALERTA: Las condiciones iniciales son:
x(0)=0.03, v(0)=0

3.38 Una masa que pesa 3 N estira 3 cm a un resorte. Si la
masa se empuja hacia arriba contrayendo al resorte 1 cm y
se pone en movimiento con una velocidad hacia abajo de 2
cm/s y no hay resistencia del aire. Determina la frecuencia,
el periodo y la amplitud del movimiento.

ALERTA: Las condiciones iniciales son:
x(0)=-0.01, v(0)=0

3.39 Una masa de 20 g estira 5 cm a un resorte; la masa esta
sujeta a un amortiguador viscoso cuya constante de amorti-
guamiento es de 0.004 N. Si la masa se jala hacia abajo
2 cm y luego se suelta, encuentra su posicién en cualquier
tiempo y traza su grafica.

ALERTA: Las condiciones iniciales son:
x(0)=0.02, 10)=0

3.40 Un resorte se alarga 10 cm por la accién de una fuerza
de 3 N. Del resorte cuelga una masa de 2 kg y un amor-
tiguador viscoso que aplica una fuerza de 3 N cuando la
velocidad de la masa es de 5 m/s. Si la masa se jala hacia
abajo 5 cm por debajo de su posicion de equilibrio y se le da
una velocidad inicial hacia abajo de 10 cm/s, determina su
posicion en cualquier instante y traza su gréfica.

ALERTA: Las condiciones iniciales son:
x(0) = 0.05, v(0) =10

3.41 Demuestra que todas las soluciones de ay'’ + by + c=
0 tienden a cero conforme t — 0, y(t) y a, by ¢ son constan-
tes positivas.
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m Problemas aplicados a |a realidad

3 Problemas para resolver

3.42 Un objeto en reposo se deja caer desde una altura ys.
El objeto experimenta una fuerza F, debida a la resistencia
del aire, que es proporcional a la velocidad en cualquier ins-
tante de la caida. Enuncia el problema de valor inicial (como
una ecuacion diferencial de segundo orden mas sus condi-
ciones iniciales) que se debe resolver.

3.43 Determina la solucién del problema 3.42; es decir, pre-
senta una expresion que te permita determinar la posicion
del objeto en cualquier instante. ;Depende de la masa del
objeto?

3.44 Usando la expresion anterior supdn que el objeto tar-
da 5 segundos en golpear el suelo. Si la masa del objeto
es de 1 kg, k=0.5, g =-9.8 m/s?, determina la altura del
edificio desde donde se deja caer.

3.45 Resuelve el problema 3.42 si no hay resistencia del
aire; es decir, determina la posicion del objeto en cualquier
instante. ;Depende de la masa del objeto?

3.46 Un objeto de 30 g se lanza desde una altura de 20 m
con una velocidad de 4 m/s. El objeto experimenta una fuer-
za F=5v, debido a la resistencia del aire, que es proporcio-
nal a la velocidad en cualquier instante de la caida. Enuncia
el problema de valor inicial (como una ecuacién diferencial
de segundo orden més sus condiciones iniciales) que se
debe resolver.

3.47 Determina la solucién del problema 3.46; es decir, pre-
senta una expresion que te permita determinar la posicion
del objeto en cualquier instante. ;Depende de la masa del
objeto?

3.48 Con referencia al problema anterior, jen qué tiempo
alcanza su altura méaxima y cuél es su valor?

3.49 Resuelve el problema 3.46 si no hay resistencia del
aire; es decir, determina la posicion del objeto en cualquier
instante. jDepende de la masa del objeto?

3.50 ;Cuanto tiempo tarda ahora en tocar el piso?

3.51 Usando el software wxMaxima, resuelve los siguientes
problemas de valor inicial y traza su grafica:

a) y'+3y +5y=0cony0)=0y y'(0)="1
b) y' =y +2y=0cony(0)=5y y'(0)=5
o y'—y +2y=xcony0)=5yy(0)=5
d) y'—y +2y=x3con y(0)=8yy(0)=8

3.52 Usando el software wxMaxima, resuelve los si-
B guientes sistemas de ecuaciones diferenciales lineales
y traza las gréficas de las soluciones:

a) X' =x-y

y =2x+y
b) x=x=y }conx(0)=3,y(0)=10
y'=2x+y

] Problemas para resolver con tecnologia
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0 PROBLEMA RETO

El procedimiento de Runge-Kutta es muy efectivo en la solucién de ecuaciones diferenciales
de primer orden. Dicho esto, sea el sistema:

dx
o = hib v, 1) con x(t) = %o

d
d_)t/ =1f,(x, y, 1) con y(t) = yo

El procedimiento de aplicacion del método de Runge-Kutta para cada una de las ecuaciones
diferenciales, con las condiciones iniciales, es el siguiente:

k1 = hfZ(tnl X .Yn)

1 1 1
k2 = hfZ(tn + Ehl Xn + §m1l yn + Ek’l

1 1 1
I(3 = hfZ(tn + Ehl X, + 5 My, Yn + §k2

I(4 = hfz(tn + h: X, + Mg, Yn + k3)

Tabla 3.1
m, =hf,(t,.x,.y,) I, =ht(t,,x,,y,)
h m / h m I
m=hf|t +=x +—L,y ++ L=hf|t +=x +—L,y +=
2 W(n 2 n 2 yn 2) 2 Z(n 2 n 2 /Vn 2)
h m I h m I
mo=hf|t +—x +—,y +-+ L=hf|t +2,x +=L,y +-L
3 1(n 2 n 2 yn 2) 3 l(n 2 n 2 yn 2)

/
m3:hf1(tn +g,X,,+%,y,, +§) 3:hf2(tn +g'x" +%,J/" +§J

m, =hf,(t, +h,x, +m,,y, +1,) Iy =hf (&, +h,x, +my,y, +1)

Implementa el método de Runge-Kutta en una hoja de célculo y compara tus resultados
con la tabla obtenida con el software de la pagina: http://www.zweigmedia.com/RealWorld/
deSystemGrapher/func.html para el sistema de ecuaciones diferenciales:

X' =x-2y x(0) =1

y, == 5y y(O) = 2

La gréfica que se
obtiene es:

oS = N W R U1 oYY 0 O

0
0.25
0.5 -
0.75

13
1.25
15 -
175 =

2
225
25
2.75

3
3.25
35
3.75

4 7
425 |
45
475

57

Figura 3.11
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Solucion de
ecuaciones con series
de potencias

I OBJETIVOS

Comprender los fundamentos del Teorema de Taylor.

o Escribir funciones trascendentes y trigonométricas como polinomio de Taylor.

o Utilizar el Teorema de Taylor para encontrar los valores de una funcién en cualquier
momento, considerando los valores de la funcién y todas sus derivadas en un momento
determinado.

o Calcular los errores y los limites de error de aproximacién de una funcién por series de
Taylor.

o Resolver ecuaciones diferenciales usando series de potencias.

I ;QUE SABES?

¢Como se desarrolla una funcién en series?

;Cudles son los criterios para que una serie converja?

;Por qué se resuelve una ecuacién diferencial con series de potencias?
;Como se resuelve una ecuacién diferencial con series de potencias?




Solucién de ecuaciones con series de potencias

4.1 Introduccién

Una ecuacion lineal sencilla de segundo orden con coeficientes variables, como y” + xy = 0, no tiene
soluciones elementales. No obstante, es posible encontrar dos soluciones linealmente independientes
de esta ecuacién, pero, como veremos, estas soluciones estan representadas por series infinitas. En
capitulos anteriores se analiza cémo resolver algunas ecuaciones lineales de segundo orden, como las
de los coeficientes constantes y algunas de coeficientes variables. Pero, en general, ain no se ha estu-
diado como resolver las ecuaciones lineales con coeficientes variables; de las cuales, algunas aparecen
ligadas a importantes problemas de la Fisica, como las ecuaciones de Legendre, Hermite, Airy, Bessel,
etcétera, que son de coeficientes polinomiales.

Asimismo, hasta el momento se sabe que, por lo comin, las ecuaciones tienen soluciones expre-
sables en términos de un nimero finito de funciones elementales (polinomios, exponenciales, trigo-
nométricas, etcétera, o las inversas de estas funciones); pero, en general, las soluciones no pueden
expresarse tan facilmente.

Es necesario, por tanto, buscar otros modos de expresar las soluciones de ecuaciones lineales de
segundo orden, los cuales propicien, a su vez, nuevos métodos de resolucién de las mismas.

Con base en lo expuesto antes, en esta unidad se estudia un método de solucién basado en la
representacion de soluciones mediante series de potencias y series de Frobenius.

4.2 Sucesiones y series

En la representacion e incluso en la construccion de funciones, un tipo de series, conocido como series
de potencias, desempefa un papel especialmente destacado. Su estudio corresponde a la teoria de
funciones de variable compleja més que a la teorfa de funciones de variable real, por lo que solo pre-
sentaremos algunas propiedades sencillas, pero las suficientes para cumplir nuestros propésitos.

I Sucesién infinita

La sucesion infinita de nimeros complejos, s =z, z, ..., z,, ..., tiene limite z si, para cada nimero posi-
tivo &, existe un nimero positivo n, tal que:

|z,— 2| <e, sin>ng

Desde el punto de vista geométrico, para n suficientemente grande, los puntos z, estan en cualquier
entorno dado ¢ de z.

y A

Y4 z

.Z1

Figura 4.1

La sucesion s puede tener, a lo mas, un limite; si existe, este es Unico. Cuando existe, se dice que la
sucesion converge a z, y escribimos:

limz, =z

n—oo

Si la sucesion no tiene limite, entonces se dice que diverge.
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I Teorema 4.1

Supongamos que:

Z,= X, + iy, (h=1,2,.)
y
zZ=Xx+1y
Entonces:
limz =z
nosoeo 1
Siy solo si:
lim x, = x limy, =y
n—eo n—co

oo

Una serie infinita Z z, =2z, +z,+..+z +.. de nimeros complejos converge con suma S si la
=
N
Sy = Z z, =2z,+2,+..+2y,con N=1, 2..., de sumas parciales converge a S.

i=

Entonces:

Szizf

Una serie puede tener, cuando mucho, una suma.

Cuando una serie no converge, entonces, se dice que es divergente.

I Teorema 4.2

Supongamos que:

z,= X, + iy, (n=1,2,..)
y
S=X+1iY
En tal caso:
S= Zzi
Si'y solo si:

Xzzxi yyzzy,'

Una condicién necesaria para la convergencia de la serie es que:

limz, =0

n—oo

Los términos de una serie convergente de nimeros complejos son, por tanto, acotados. Mas precisa-
mente, existe una constante positiva M tal que:

ARG
para cada entero positivo n.
El residuo p,, se define como:
Py =S5—Sy > S=py+Sy
Y, ya que:
[Sw =5 =lpy -0
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Solucién de ecuaciones con series de potencias

Una serie converge a un nimero S si y solo si la sucesion de residuos tiende a cero. Utilizaremos a me-
nudo esta observacion al tratar con series de potencias; las cuales son series de la forma:

Zan(z—zo)” = a, + alz—zy)+a,(z—z,)? +...+a,(z—z,)" +...
i=0

Donde z, y a, son constantes complejas y z es cualquier punto en una regién prefijada que contenga a z.

Problema resuelto "\

Demostrar que la sucesion z, = -2 +

Solucién

Tomamos el limite de z, cuando n — oo

i=1n i(=1"

lim z =|im(x + )=|im -2 + = -2+ lim =-2
n—seo noeo s Yn n—eo| — n? n—eo n?
X" —_—
Yn lim y,— 0
n—oo

Una serie se llama absolutamente convergente si |a serie de los valores absolutos converge. Si la serie
converge, pero no la de valores absolutos, esta es condicionalmente convergente.

I Prueba de convergencia del cociente

Se dice que una serie de potencias Zan(x — X,)" converge absolutamente en un punto x, sia, # 0y
si para un valor fijo de x: n=0

an-¢-1

aﬂ

||m an+1(X - XO)M,‘I
n=e g (X = Xx,)"

lim =

n—eo

=‘x—x0

SiI< 1, la serie converge absolutamente; pero, si [ > 1, la serie diverge, y si [ =1, la prueba no es con-
cluyente.

Existe un nimero no negativo p llamado radio de convergencia, tal que Zan(x — X,)" converge
absolutamente para ‘x - xo‘ < p y diverge para ‘x - xo‘ >p. n=0

Problema resuelto \

oo

Determinar el radio de convergencia de Z(X -3

n=0
Aplicamos la prueba del cociente:
_ n+1
Iimu=|x—3 lim ! =|x—3|
n—oo (X = 3)“ n—oo (1

Entonces, la serie converge para |x = 3| <1

x—3 <1, entonces x < 4, el intervalo solucién es (—, 4).
—x+ 3 < 1, entonces x > 2, el intervalo solucién es (2, «).
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Asi pues, para la interseccion de (—oo, 4) con (2, ), el intervalo de convergencia es (2, 4), con un
radio de convergencia de 1.

Figura 4.2

I Series de Taylor

Teorema de Taylor
Sea funa funcién analitica en un disco abierto ‘z - zo‘ < R, centrado en z,y de radio Ry; por tanto, en
todo punto z de ese disco, f(z) admite la representacion en serie (véase figura 4.3).

>
X
Figura 4.3
fz) =Y a(z—z,) con (|z-2z,|<R,)
n=0
Donde:
fn
a, = (IZO) conn=0,1,2,..
n!

Es decir, esa serie de potencias converge a f(2) cuando:
|z-2, <Ry
Este es el desarrollo de f(2) en serie de Taylor en torno al punto z,.

Con el convenio de que f"(z;) = f(z,) y0!'=1,

flzy) (z-20)  fl(z—2,)
11 2!

con |z-z,| <R,

f(z) = f(z,) +

Cuando f(z) es entera, es decir, analitica en todo el plano, el radio R, del disco puede tomarse ar-
bitrariamente grande. En estas circunstancias, la serie converge a f(z) en todo punto z del plano finito,
y la condicién de validez se convierte en:

|z — zg| < oo

Si se sabe que f(2) es analitica en todos los puntos interiores a un circulo centrado en z,, la convergen-
cia de la serie de Taylor centrada en z, hacia el valor f(2z) queda garantizada en cada uno de esos puntos
z; asi, no es necesario ningun criterio de convergencia.
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Solucién de ecuaciones con series de potencias

Problema resuelto "\

Determinar la serie de Taylor vélida para todo z de la funcién f(z) = e*

Solucién

Como la funciéon f(z) = e* es entera, esta tiene una representacion en serie de Taylor vélida para todo z.
Puesto que f"(z) = e* entonces, f™(0) =1

Por tanto:
= o
e =2~ (|z] < o)
n=0 N:

Si z=x+i0, entonces el desarrollo se convierte en:

o yn
ex =Y 2 (=00 < x <o)
n:On!

Problema resuelto \

Determinar la serie de Taylor vélida para todo z, de la funcién z%e .

Solucién

La funcién entera z?e* tiene desarrollo en serie de Taylor. La forma mas simple de obtenerla es sustituir
z por 3z en cada lado y multiplicar, después, la ecuacién resultante por z?:
= 3n
72032 =2_ Z1+2 (lzl <°o)
n=0 n!

Por ultimo, si sustituimos en la sumatoria n por n — 2, tenemos:

e 3n—2
T (] <=9
n=2 :

Problema resuelto \

Determinar la serie de Taylor vélida para todo z de la funcién f(z) = senh z

Solucién

Para f(z) =senz:

fe(0) =0y f@*2(Q) =(-1) (n=0,1,2,..)
Por tanto,
_ 0 (_1)n22n+1
senz = ngm |Z|<oo

La condicién |z] < ° es consecuencia del caracter entero de la funcion.

Puesto que senh z = —i sen (iz) , basta cambiar z por iz y multiplicar el resultado por —i para ver
que:

& ZZn+‘I

senhz = B T |z| < o0
S @2n + !
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Problema resuelto "\

Determinar la serie de Taylor valida para todo z de la funcién f(z) = cosh z

Solucién

Cuando f(z) = cos z:

feNO) =(-1) y f20)=0 (n=0,1,2,..)

De manera que esa funcién entera tiene la siguiente representacion en serie de Taylor:

) (_1)n22n
cosz = z] < o
":2;‘ 2n! l
Y como cosh z = cos (iz) :
h 0 ZZn
coshz = — 7| < oo
,,:20‘ 2n! g
Problema resuelto \
1
Determinar la serie de Taylor vélida para todo z de la funcién ] =z |z <1.
- Z
. ., 1 "
Las derivadas de la funcion f(z) = TS que no es analiticaen z =1, son:
=z
n!
f(z) = ———— n=0,1,2,..
@) = G ( )
En particular, f™(0) = n!
Por tanto:
1+z+ 22 +22+ .= ! |z <1
1-2z

Las series de Taylor se utilizan en muchas aplicaciones. Por ejemplo:

x4 x®

cos(x) =1——+-——-"—+
21 41 6l
x: x5 X

sen(x)=XxX——+——-—
3151 71
x2 X3

e =T+x+—+_—+-
20 3l

Pero, en realidad, estas expresiones son un caso especial de la serie de Taylor, conocida como serie de
Maclaurin. Expresiones como estas nos permiten encontrar valores aproximados de estas funciones,
usando operaciones aritméticas basicas de suma, resta, division y multiplicacion.

< f(n)
En la serie de Taylor f(z) = 2 f (Izo) (z — z,)" si hacemos z, = 0, obtenemos la siguiente serie de
= nl
e (n)
Maclaurin f(z) = Z F7(0) z".
= n!
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Solucién de ecuaciones con series de potencias

Problema resuelto "\

Determinar el valor de €% usando los cinco primeros términos de la serie de Maclaurin.

Solucién

Los cinco primeros términos de la serie de Maclaurin para e* son:

PR
e =1+ X+ —+—+—
21 31 4]

2 3 4
(075 _ 14 025, 0250, 025 025 . o
2t 31 4

Por tanto, el valor exacto de %%, hasta con 5 digitos significativos, es 1.2840.

Problema resuelto \

Sea f(x) = sen(x), sen (%) =1, f(x) = cos(x) y f"'(x) = —sen(x) y cos (%) = 0; en este caso, en cierto

modo, conocemos el valor de sen(x) y todas sus derivadas. Utilizar la serie de Taylor y toda la informa-
cién anterior para encontrar el valor de sen(2).

Solucién

x=%, x+h=2, h=2—x=2—%=0.42920.

< fin)
Haciendo z, =x y z—2z,=h en la expresién de la serie de Taylor, f(z) = Z (ZO)(Z—ZO)”,
obtenemos: n=0

h3

! 1 hz e
f(x +h) =f(x)+ f'(x)h+f (x)z+f (x)3!

rree h4
+f (X)H + e

Con x=%, x+h=2, h=2—x=2—%=0.42920.

e _ e E —
f'"(x) = —cos(x), f (2] 0

f'""'(x) = sen(x) , f””(%) =1

Por tanto,

2 i3] 4
AZeh|=f 2|+ Z|hef |2 h—+f’” z h—+f’”’ z h—+
2 2 2 2)2! 2)3! 2 )41

p (0.42920)°  (0.42920)" (0.42920)"
f| = +0.42920 | = 1+ 0(0.42920) - 1 +0 +1 +
2 2! 31 41
=1+ 0~ 0.092106 + 0 + 0.00141393 + ---
= 0.90931
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El valor de sen(2) que se obtiene con la calculadora es 0.90930, el cual es muy cercano al valor que
acabamos de obtener.
No obstante, es posible obtener un mejor valor usando mas términos de la serie.

El valor calculado para sen(2) se puede utilizar junto con el valor de cos(2), que se puede calcular
usando la identidad sen? x + cos? x = 1, para encontrar el valor de sen(x) en algin otro punto. Asi, es
posible encontrar el valor de sen(x) para cualquier valor de x =0 a 27 y poder utilizar la periodicidad
de sen(x); esto es:

sen(x) = sen(x + 2nz), n=12,...

para calcular el valor de sen(x) en cualquier otro punto.

Problema resuelto "\

Encontrar el valor de f(6), dado que f(4) =125, f'(4) =74, f"(4) =30, f""'(4) = 6 y todas las demas
derivadas mayores de dos, de f(x) en x = 4 son iguales a cero.

Solucién

h? h3
f(x + h) = f(x) + f'(x)h + f”(x); + f”’(x)a + e

x=4
h=6-4=2

Ya que la cuarta derivada y las derivadas mayores de dos de f(x) sonigualesaceroen x =4.

22 23
f(4+2)=1(4)+f(4)2+ f”(4); + f”’(4)§

2 3
f(6) =125 +74(2)+30(%)+ 6(%) =125+148 + 60 + 8 = 341

Considérese que para encontrar f(6) exactamente, solo se necesita el valor de la funcién y todas sus
derivadas en algln otro punto; en este caso, en x = 4.

No necesitamos la expresion de la funcién y todas sus derivadas; la aplicacién en serie de Taylor
serfa redundante si lo que necesitamos conocer es la expresion de la funcién, ya que solo se tendria que
sustituir x = 6 en esta expresion para obtener el valor de f(6) .

En realidad, el problema planteado se obtuvo de una funcién conocida: f(x) = x* + 3x2 + 2x +5;
donde f(4) =125, f'(4) =74, f''(4) = 30, '"'(4) = 6 y todas las demas derivadas mas altas son iguales
a cero.

El polinomio de Taylor de orden n de una funcién f(x) con (n + 1) derivadas continuas en el dominio
[x, x + h] estd dado por:

n

f(x + h) = f(x)+f’(x)h+f”(x)g—2|+---+f(")(x)h—+R (x)

n! "

_ n+1
Mf(””)(c) donde x< c< x+ h.

En este caso, el residuo estd dado por R (x) =
(n+N!
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Solucién de ecuaciones con series de potencias

Problema resuelto "\

La serie de Taylor para e* en el punto x = 0 est4 dada por:

x2  x® oxt X
e =1+x+—+—+—+—+
20 30 41 5l

Con base en lo anterior, determinar:

a) ;Cudl es el error de truncamiento (verdadero) en la representacién de e’ si solo se utilizan cuatro
términos de la serie?
b) Los limites del error de truncamiento mediante el uso del teorema del residuo.

Solucién

a) Sisolo se utilizan cuatro términos de la serie, entonces:

x? X3
e =1+x+—+—
21 3!
? P
e =1+1+—+— = 2.66667
21 3l
El error de truncamiento (verdadero) proviene de los términos no utilizados de la serie de Taylor,
que son:
4 5 4 5
E =X X BT So0s16152
41 51 41 51

b) Pero, ;hay alguna otra manera de conocer los limites de este error ademés de calcularlos directa-
mente?

La respuesta es si:

f(x + h) = f(x) + f'(x)h + -+ + f‘”)(x)% + R (x)

(X _ h)n+1
(n+1!
Asi, en este caso, si utilizamos cuatro términos de la serie de Taylor, el residuo estd dado por:

(x=0, n=3)

Donde R (x) = f+(c), x <c < x+h,y c esalgin punto en el dominio (x, x + h) .

_O=D = gy &
Rolx) = (3+1)!f (C)"4!f (C)_24
Ya que:

Xx<c<x+h=0<c<0+1=0<c<1.
El error esta limitado entre:
e’ e 1 e

—<R(N<=— = —<R(l) < — = 0.041667 < Ry(1) < 0.113261
24 24 24 24

Asi, el limite del error es menor que 0.113261, mismo que esta de acuerdo con el error calculado
de 0.0516152.

Problema resuelto "\

La serie de Taylor para e* en el punto x =0 esta dada por:

x2ox2oxt xS
e =1+x+—+—+—+—+
21 31 41 5l
Como se pudo comprobar en el problema anterior, al tomar mas términos, los limites de error disminu-
yen y, por tanto, se tiene una mejor estimacion de e'. jCuantos términos se requeririan para obtener
una aproximacion de e' dentro de una magnitud de error verdadero menor que 107 ?
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Solucién

Usando n+ 1 términos de la serie de Taylor se obtiene un limite de error de:

_ (x—hy (n+1)
RO) = T
x=0, h=1, f(x)= e~

(O _ 1)n+1 (_1)n+’|

n(): f(n+1)Cz c
(n+M! (n+ 1!
Ya que:
x<c<x+h=0<c<0+1=0<c<1
1 e
R (O
e < ROl

Asi, que si queremos determinar cuantos términos se requieren para obtener una aproximacién de e
dentro de una magnitud de error de verdad menor que 107 .

€ _ <10¢ = (n+ 1) > 10%

n+ 1!
(n+10!>10° x2.7183
Puesto que 10! =3.6288 x 10¢= n > 9.

Por lo que con 9 o mas términos se obtiene e' con un error de 10 en su valor.

4.3 Series con el sistema algebraico computarizado wxMaxima 11.04.0

Con el software wxMaxima 11.04.0 es posible generar series, e incluso graficarlas. Los comandos que
se utilizan para encontrar la serie de cos x y graficarla son:

—> F(x):=cos(x)
taylor(f(x),x,0,5);
plot2d([f(x),taylor(f(x),x,0,8)], [x,-4,4],[y.-2,2]);

Entonces, wxMaxima 11.04.0 nos regresa:

i37) F(X):=cos(x);
taylor(f(x),x,0,5);
plot2d([f(x),taylor(f(x),x,0,8)],[x,—4,4],[y,—2,21);
(037) F(X):=cos(x)
(%038)/T/ 1i22 + ;‘—; + .

s
[ ]

— T —
TR 1 mad
Figura 4.4
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Solucién de ecuaciones con series de potencias

4.4 Series de Laurent

Si una funcién fno es analitica en un punto z, no es posible aplicar el Teorema de Taylor en ese punto.
Sin embargo, si es posible determinar una representacion en serie para f(2) que contenga tanto poten-
cias positivas como negativas de z — z,.

I Teorema de Laurent

Sea funa funcién analitica en un dominio anular R, < ‘z - zo‘ < R,,y sea Cun contorno cerrado simple
en torno de z, orientado positivamente, contenido en ese dominio. Entonces, en todo punto z de ese
dominio, f(z) admite la representacion en serie:

- > b

f(z) =Zan(2—20)”+27”n (R <|z-2z,| < R,)
n=0 n=1 (Z - ZO)
Donde:
1 f(z) dz
= — 00— =0,1, 2, ..

270 (2 -z (h=0.1,2 ) A
y

b= o f@dz (h=1,2,.)

2mi (2= zg)™™!

0
Figura 4.5

Entonces, f(z) suele escribirse:

Donde:

¢ = o flaldz (h =0, %1 £2 .)
2mi (2= zy)™!
A f(2) se le llama serie de Laurent.

Los coeficientes de una serie de Laurent no se determinan recurriendo al uso directo de sus repre-
sentaciones integrales, sino por otros métodos, tal como se muestra en los problemas siguientes.

4.5 Operaciones con series de potencias

I Suma

Dos series de potencias se suman término a término. Asi pues, sean:

oo o

fx)=Yax=x) y gx)=2b,(x=x)

n=0 n=0
Entonces:

f(x)+g(x) = © a,(x=x,)"+° b,(x=x,)"=° (a, +b,)x - x,)" paratoda |x = x,| < R.
n=0 n=0 n=0
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Problema resuelto "\

Para las series:
1

1 3 5 1 7
senX = X——X"+ —X> ———X" +...
6 120 5040
cos x = 1—1x2+ix4——1 X+ ...
2 24 720

determinar su suma.

Solucién

Vamos a sumar término a término y agrupar los términos semejantes:

T, 1, 1,01 & 1,
senx+cos x=T+x—=x>-——=xX>4+—x*+—x> - —x% ———x
27 67 247 71200 7207 T 5040

[

I Producto

Esta serie es igual a la serie que se obtiene después de multiplicar dos series entre si, término a térmi-
no, y agrupando los términos que resulten potencias iguales de x:

f(x)g(x) = ian(x - xo)”ibﬂ(x - Xo)" = icn(x - Xo)"
n=0 n=0 n=0

n
donde ¢, = Zakbmk para toda ‘x - xo‘ <R
k=0

Problema resuelto "\

Determinar el producto de las siguientes series:
1

1 3 5
senX = X——X" +—X

- X
6 120 5040

= - —x2 4+ — x4 — —— x4 + ...
COs X X X 7 X

A

Solucién

n
En este caso, usamos: ¢, = Y. ab, , .

k=0
Asi:
Co = b, =0() =0
¢, = agb, + ab, = 0(1) + 1(1) =1
1
= i G, = c, = apb, +ab, + a,b, = 0[_ 5) +12)+ Q)N =0
k=0
c; = ab; +ab, +a,b, + a;b, = 0(0) + 1[‘%) +(0)(1) + [—%J () = —%

Entonces:

sen xcos x = | x —lx3 +Lx5 —Lx7 + .. T1—=x>+—x* —Lx6 + ..
6 120 5040

=x—gx3+£x5 =i A

-—x"+ x7 -
3 15 315 60480 50400

1"

X
3628800
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I Divisidon
A continuacién se exlica la division. Iniciamos con la ecuacién:
o

a,(x = xy)"

oo

© d (x-x,)" paratoda ‘X—XO‘<R

Donde:

idﬂ(x - XO)"zbn(x - Xo)" = 2(3”()( = X,)"

N ;dkbn—k

Problema resuelto "\

. . senx - .
Determinar la serie usando las siguientes series:

COs X

1 1 1
senx= X——X +——x> ———x’ +

6 1207 5040
1

1 1
cos x=1-=x>+—x*——=x®+..

2 24 720

nx

. se
Para formar la serie
cos X

n
,usando a, = ¥, d,b,_, , empleamos los siguientes coeficientes:
k=0

a =0 a=1a =0, a3=—%, a, =0, asz%,..
1 1
b, =1 b, =0, b2=—§, b, =0, b4=§, bs =0,...
Asi, para el término n=0:
)
dyby =3, = d, = —
bO
En este caso:
a 0
aO:O,bO:1:>d0:b—‘;:T=O
Para el término n =1, la sumatoria va desde k =0 hasta k =1:
1
an = 2 dkbn—k
k=0
a, d,b
a, = dyb, +d,b, = d, =b—;—ﬁ=1
Para el término n = 2, la sumatoria va desde k =0 hasta k =2
2
an = debn—k
k=0
a, — dyb, — dib, _

a, = dyb, + dib, + d,b, = d, = 0

b,
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Para el término n = 3, la sumatoria va desde k =0 hasta k = 3:

3
= 2 dkbn—k
k=0

_1_(_1]
2y = dyby + b, + dyb, + dyby = dy = 2Py —dby =ty 6 1 2) 1

by, 1 3
. sen x ,
Entonces, la serie tanx = esta dada por:
sen x X3 2x°
tanx = =1+ —fr—t
cos x SEENIS

El procedimiento realizado en el problema anterior puede repetirse para obtener cualquiera de los
coeficientes d,, donde n es tan grande como deseemos. Este es un ejemplo de procedimiento re-
currente, en el que se usan los valores de dj, d,..., d,_; ya calculados, para encontrar la siguiente
incognita d,.

Siguiendo el mismo procedimiento, la expresién para la serie es:

senX—‘canx— dx =x+1x3+£x5+lx7+...
Cos X 3 15 315

I Desplazar el indice de una sumatoria

El indice de una sumatoria es una serie infinita de una variable ficticia, de la misma manera que la varia-
ble de integracién en una integral definida es una variable ficticia. Por tanto, no es importante la literal
que asignemos, por lo que, asi como en una integral se hacen cambios de variable, en las sumatorias
podemos realizar cambios y corrimientos de indices.

Problema resuelto "\

Escribir la serie 213 x=2 como una serie cuyo término general contenga x' en lugar de x'~2.

i=2
Solucién

Como el indice de la sumatoria empieza en i = 2, hacemos el cambio de indice por j =i — 2; entonces,
j=2-2=0Yy, por supuesto, i = j + 2; por consiguiente, sustituyendo en la sumatoria, obtenemos:

oo oo

ZIax’ 2= 7 (j +2)a;xi>=2 =7 (j + 2)ax!

j=0 j=0

Problema resuelto \

Escribir la expresion xz a,x'~? como una serie cuyo término general contenga x' .
i=2
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Solucién

En este caso, primero introducimos x en la serie; por consiguiente, multiplicamos cada uno de los
términos:

Yax2x=Y ax
i=2 i=2

Como el indice de la sumatoria empieza en i = 2, hacemos el cambio de indice por j=i- 1; entonces, j
=2-1=1y, por supuesto, i = j+ 1. Asi, sustituyendo en la sumatoria, obtenemos:

i—2y — jH1-1 j
2axx =Y a ) =Y ax
i=2 i=1 i=1

B Derivaciéon

Para derivar una sumatoria se deriva el término general y se hace un corrimiento de indices en la su-
matoria resultante.

Problema resuelto \

Dado y = Zix" , determinar y' y y'’, asi como el coeficiente del término general x'.
i=0

Solucién

Primero, derivamos el término general:

’

y:

“ZXi—1

™

Il
o

!
Como el indice de la sumatoria empieza en i = 0, entonces ahora lo corremos para que empiece en
i=1:
Y = D = 14 22x + 32X + 42X 4 L+ (i + 12X
i=1

Para determinar y'' es necesario derivara y'.
Entonces, derivamos el término general de:

r

y''= ) (i = 1)x2

™

i

Como el indice de la sumatoria empieza en i= 1, ahora lo corremos para que empiece en i = 2:

r

y'= ) (i = Nx"2 = 22 4+ (32)2x + (42)3x% + o+ (i + 2)%(i + X)X + ...

™

I
N

4.6 Método para resolver ecuaciones diferenciales alrededor
de puntos ordinarios, usando series de potencias

Si una ecuacioén diferencial es analitica en un punto x,, entonces su solucién también lo es en x,. Como
dicha solucion serd una funcion desarrollable en series de potencias, podemos suponer que, en forma
general, tendré la forma siguiente:

oo

y =2 ¢,(x=x)

n=0

Donde ¢, cambia para cada funcién especifica.
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Problema resuelto "\

Determinar la solucién de la siguiente ecuacién diferencial, usando series de potencias.

y'-y=0

Solucién

= X ucié .
Sea ¢, x' la solucion general
i=0

Derivandola:

y' = X’ic,.x"‘1
i-0

Sustituyendo en la ecuacién:
Yicx ' =Y cx =0
i=1 i=0

Para poder sumar las series, los exponentes de x deben ser iguales; para ello, hacemos el cambio de
variable correspondiente en cada serie.
En la primera serie, tomamos:

i-1=k=i=k+1
O sea:
Yicxi=t =Y (k+ ey, x¢
i=1 k=0
Para la segunda serie tomamos:
i=k

Entonces, la ecuacion queda:

(k +Tc X + Y cxk =0

0 k=0

M

~
II

Agrupando las dos series en una sola, queda:

S[k+1c,+c k< =0

k=0

Como xk # 0, por ser la solucién propuesta, entonces:

ke
(k +Ncyyy — ke, =0 = ¢, :k_+k‘|' k=012 3.

Esta es la férmula de recurrencia, de la cual se obtiene cada una de las constantes para cada uno de los
términos de la serie solucién. Asi:

k=0=c, = % =g
0+1

k=1:>c2=i=c—0

1+1 2

(—2me = G

2+1 6

c c

k=3 -G %

T3
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4 Solucién de ecuaciones con series de potencias

Entonces:
— n — 2 3 4
Y = DX =Cp+ CX + CpXP X3+ Xt +
n=0

0 So

G G
=cpt X+ 2 x4+ 2 x3 + % x4+
Y = ¢y + CpX 2x 6X 24x
S G S S
y=cll+tx+—+—+—+. . |=c|l+x+—+—+—+..
2 6 24 21 31 4l
Yy =c¢ = c,e”

= n!

Problema resuelto \

Resolver la siguiente ecuacion diferencial usando series de potencias:

xy'=y+1

Solucién

Para la ecuacion diferencial xy’ = y + 1 se propone como solucién:
y=2cx
i=0
Entonces, tomamos la primera derivada y multiplicamos por x:
y' = YicxT = xy = xYiex T =Y iex = Yicx =Y cx +1
i=1 i=1 i=1 i=1 i=0
Asi, podemos expresar estas series como:

icx =co+ Y cx +1

i
=1

™

icx + Y cx =cy+1
i=1

M

(ic; —c)x" = ¢y +1

™

Entonces, del miembro derecho de la ecuacién, podemos ver que:
ey ar 1=10 =gy =

En tanto, del miembro izquierdo de la ecuacién, podemos ver que:

ke, =c, parak =12,..

€ =G

Phey ey = (e =(0)

. . p— p— o

3c;=¢c;=>¢c;=0=>c¢,=0 parak=23,.

Por tanto, la serie solo consta de dos términos y la solucién es:

y=-1+¢cx

Problema resuelto \

Resolver por series la siguiente ecuacién diferencial:

(x=Ny'+2x+MNy =0
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Solucién

Como solucién de la ecuacién diferencial se propone:

y=Sex
i=0

Entonces, derivando se obtiene:

y =Y iex
i=1

Y sustituyendo en la ecuacion diferencial tenemos:

Il
o

—1ZICX'1 2x+1) X!

i=0

i’:ic‘.xi —f:ic,.xi*1 A ZiCiXiH + icix" =0
i=1 i=1 = i=0

k=i-1 k=i+1

Y kexk =Y (k+ e xk +2) ¢ xk + Y exk =0
k=1 k=0 k=1 k=0
Entonces:

ke xk —c, =Y (k+MNc,,. . xk+2) ¢,_x+c,+ > cx<=0
Z k 1 Z k+1 2“ o Zk

k=1 k=1 k=1

- +cp=0=c¢c =¢c,

chkxk z (k + e, ,x +22ck 7% +2c x<=0

(k +0c, = (k + ¢y, +2¢,, =0, parak=12...

k=1= 2¢,-2c, +2c, =0 = —2c, = —4¢c, = ¢, = 2¢,

k=2= 3c,—3¢c; +2¢, =0= —3c; = 8¢, > ¢c; = ¢,

3

k=3:>4c3—4<:4+2c2=O=>—4c4=—(%+4jc0 :>c4=gc0

y=c, 1+x+2x2+§x3+ﬂx4+.,.
3 3

Problema resuelto \

Resolver por series la siguiente ecuacién diferencial:

(x2+x)y' = (2x+ )y

Solucién

Como solucién de la ecuacién diferencial, se propone:

Entonces, derivando se obtiene:
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4 Solucién de ecuaciones con series de potencias

Sustituyendo en la ecuacién diferencial:

(x% + X)Z icx™" = (2x + ’I)Z cx!

i=1 i=0

iicix"*1 + iicixi = iZcix‘+1 + ic,.xf
i=1 i=1 i=0 i=0

—_— =
k=i+1 k=i k=i+1 k=i

ic xit! icxl = i+1 i
z icx*+ Y icx = Z 2c,x* + Zcix
i=1 i=1 i=0 i=0

M —_— —
k=i+1 k=i k=i+1 k=i

(k = Do Xk + Y kexk =3 2¢ x5 + Y e xk
= P k=0

M: I

(k = e X< + cx + D ke xk = 2cox + ¥, 26, XK + ¢y + cx + Y ¢ x*
k=2 k=2 k=2

~
Il
N

Entonces:

CXx=2cox+cy+ex =¢,=0

X = CX

i (k = Ne,_xk + i ke, xk = i 2¢c, Xk + i c x
P, par. i—2

=2

k
(k =N,y + ke, = 2¢,_, + ¢,
(k-1

k—=1=2)c, , =(1-k)c,

cp = Ij:—icm para k = 2,3....00
2-3

Q=1 T6
3=3

G =373 = 0

€, =0 para k = 4,5....00

Por lo que la solucién esta dada como:
y =2 cx = cox0 + ox! + )2 + X+ oyxt

i=0
y = cx + cx? = ¢ (x + x2)

Problema resuelto \

Resolver por series la siguiente ecuacién diferencial:

y'+x%y' —xy =0

Solucién

Como solucién de la ecuacién diferencial, se propone:

y = i cx!
i=0
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Entonces, se toman la primera y segunda derivada:

’

y:

M

ic.x™

'MS l

i
N

2

y''= )il — e x?

Y se sustituyen en la ecuacion diferencial:

i(i = Nex=2 + X2y icx ' = xY ex' =0

i=1 i=0

NgE

I
[N}

M

i(i = Nexi=2+ Y icx™ = Y cx*1=0
i=1 i=0

.
k=i-2 k=i+1 k=i+1

ﬁ
~

DM

(k +2)(k +2 - ey px + 3 (k = e = 3 ¢ 6k = 0
k=2 k=1

~
i

0

M

(k +2)(k + e, px + 3 (k = 2)c, 3¢ = 3 ¢ ¥k = 0
k=2 k=1

,\.
i
o

2c, +6cyx + Y (k + 2)(k + e, ,x* + Y (k = e Xk —cox = D ¢ xk =0
k=2 k=2 k=2

=2c,=0=c¢,=0

S

=66 =-g=0=¢ = %

Entonces, se obtiene la relacion de recurrencia:

(k+2)k + e, + (k= 2)c, , =0

2-k
= < - k=23..0
e 2k ) pare

Parak=2, ¢, = Lq =0

2+2)(2+1)
Parak=3, c. = LCZ = —ic2 =0

B3+2)(3+1) 20
Parak=4, ¢, = 2-4 __ 2 ! !

@@ T3S T i8S T Tog

Por lo que la serie solucién esta dada por:

3 6
y=co(1+%—;—o+...)+c1x

Problema resuelto \

Resolver por series la siguiente ecuacion diferencial:

yu_yex =0

Solucién

Como solucién de la ecuacion diferencial, se propone:

y = i cx!
i=0
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Entonces, se deriva dos veces:

y =Y icx
i=1
~Sii-1c
i=2

Ahora, se sustituyen ambas derivadas en la ecuacion diferencial; asi como la serie de e

- 2 3
_ i-2 i X_ X_ _
z i(i = T)e;x 2cx(1+x+2!+3!+...]—0

i=2 i=0
oo i+2 o % i+3
Y= exi-2 - ZCX' ZCX‘H ZC’ZI —ZCia = =0
i=2 i=0 g

k=i-2 k=i k=i+1 k=i+2 k=i+3
i(k + 2)(k + 1), X< — ickx’( - ick Xk — ZC,( . 2 3= —..=0
k=0 k=0 = 21 & 3'
2c2+kz (k + 2)(k + N)c, Xk — ZCkX —Zc,( = ch 257 kz e 33| —.=0

1
S

=2c,-¢c,=0=c¢c,=—

ka+2 (k + 1), ,x* ZCkx —2Ck1x 2(:,(22' k2k33| —...=0
=1

6c3x+k§;k+2 (k+ 1), ,x —cx — Z(:kx — CoX — Zc“x zckzzl 2k33| -..=0
6c3x—c1x—c0x=0:c3=qz—c°
;(k+2)(k+’l)ck+2x“—§2ckxk—kz:ZcHx ZCHZI ;“3' -..=0

= - - 9 e Ko p
X X X

12¢,x2+ Y (k + 2)(k + T)cp, X = c,x2 = Y e xk —cx2 =Y ¢, _x* = ¢, _|_2 2y - i
= i= = 2l T2 g T

2

2 2 2 —
12¢,x* — c,x* — ¢;x _CUE_O
c, +cC
12¢,—-c,—¢,=0=¢c, =21
12

Haciendo A =c, y B = ¢,, tenemos que:

A A B A B
C,=—=,C=—+—,¢ =—+—
2 6 6 12 12
Entonces, la solucién en serie sera:
y=2c,.xf=A+Bx+éx2+éx3+Ex3+Ax4+Ex4+...
“~ 2 6" "6 T127 T2

=A+AX2+éx3+Ax4+..,+BX+EX3+£X4+...
2 6 12 6 12

134




Grupo Editorial Patria®

Problema resuelto "\

Determinar, por el método de series de potencias en torno a x, = 1, los términos hasta la potencia de
grado 4 correspondientes a la solucién general de la ecuacién diferencial:

2y"+xy'+y =0

Solucién

Primero, se efectla el cambio de variable:
x—-1=t=dx=dt

Entonces:
_dy _dy vod(dy)_dy
Y= ax " dt Y= ax\de ) T de
2y" +(t+1y' +y=0 = y"+—(t+1)y’+%=0
Asi:

t+1 1
P(t)—T y Ci(t)—z

En este caso, ambas son analiticas en t=0 con R, = R, = co.

Luego, existe una solucién analitica en t= 0, valida para todo t.

Sustituyendo y = Y at” en la ecuacién diferencial:
n=0

2 n(n-"Nat"? + Y nat' + Y nat + »at' =0
n=2 n=1 n=1 n=0

L . a, +a

Término independiente: 2-2-1a, +a,+a, =0 = a, = —%
- a, +a,
Coeficientede t: 2:-3-2a, +a,+2a, +a,=0 = a3:—T

Coeficiente de t: 2(n+2)(n+MNa,,, +na, +(n+MNa ., +a =0

5 __(n+1)an+1+(n+1)an__an+1+an N _ _a,.,ta,,
e 2An+Nn+2)  20n+2) " 2n
Luego:
ao+a1

. =_a0+a1.a =_a1— 4 =_3::11—510
? 4 ' b 24

a +a 3a-—a
_ g ta; 4 + 24 _ ba, +6a +3a —a, ba, +9a
=TTy T 8 - 192 T T 92

La solucién estéd dada como:

R PR Gl N € Sl A T Y
y(x)—ao[1 7 3 7 +192(x 1)+...]
+a1[(x_1)_ﬂ_ﬂ+i(x_1)4+m] W 52
4 8 64
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4.7 Solucién de la ecuacidn diferencial con puntos singulares

I Teorema

Sea y'" + f(x)y’ + g(x)y = 0 una ecuacién diferencial con un punto singular regular en x = x,, entonces
existe al menos una solucién de la forma:

y=(x=x) D c.(x=x)" =) c, (x—x,)""

M
M

0 0

3
I
3
I

la cual converge 0 < ‘x - xo‘ <R

A esta serie se le conoce como serie de Frobenius, cuyas caracteristicas principales son:

1. Six=xes un punto ordinario, entonces r=0y la solucién general es:

2 (x = )"

m=0

2. Six=x,esun punto singular regular, la solucién general es:

m+r
= (x = Xg) Z X = Xo)" Z (x = Xxq

m=0 m=0

3. Six=x, es un punto singular irregular, entonces pueden o no existir soluciones de la forma:

><
|
X
O
%Mz
><
|
X
O
||
o
3
x
|
X
)
+

I Método de Frobenius para resolver una ecuacién diferencial

Supongamos una ecuacion diferencial de la forma:

at) bt

rr
y + 2

y=0
X

Donde a(x) y b(x) son soluciones analiticas en x = x,.

Multiplicando la ecuacién por x?, tenemos:

x2y"" + xa(x)y’ + b(x)y =0

Sean, entonces:

alx) = a, +ax +a, x> +... = z a xm 4.1

b(x) = by + byx + b,x? + ... = be X (4.2)

Como solucién proponemos:

8

y=x"%» c x" (4.3)
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Derivando:
y' =9 c (m+r)xm (4.4)
m=0
y'=9° c (m+r)m+r—1Txm-2 (4.5)
m=0

Sustituyendo las ecuaciones (4.1) a (4.5) en la ecuacion diferencial:

x2y'" + xa(x)y' + b(x)y =0

oo o =

x2% ¢ (m+r)m+r—1xm24+x° a x"° ¢ (m+r)x™ "+ a xm° ¢ x™" =0

m=0 m=0

° c m+r)m+r—Mxm+° a xm° ¢ (m+rx™ +° b x"° ¢ x™" =0

m=0 m=0 m=0 m=0 m=0

Co(r)(r = Nx" + aycy(r)x” + bycyx” = 0
cox [(r =N+ ay(r)+ b, | =0

El método supone siempre que ¢, # 0; entonces:

(r)(r = 1) + a,(r) + b, = 0

Esta ecuacion se conoce como la ecuacion de indices con raices ry y rp; la r que interviene en la serie
es la mayor de las raices r; y r,.

La primera soluciéon de la ecuacién diferencial es, por tanto:

oo

—_ n m
y=x1 Z}cmx
=

La segunda solucién de la ecuacién diferencial se determina de acuerdo con los siguientes casos:
1. En el caso r; — r, # nimero entero, las soluciones de la ecuacién diferencial seran:

Y, = x’1icmxm ¢ #0

Y, = x'2§:bmxm b, #0
2. Enelcasor, =r,=r, las soluciones de la ecuacion diferencial seréan:

Yi =Xy, c,x" ¢y #0

m=0

y, = y,Inx + X’mexm
m=1
3. Enelcaso r, — r, = entero positivo, las soluciones de la ecuacién diferencial seran:
1 2

Y, = x’12cmx’" c, %20

Y, = ky,Inx + x? 2 b, x™ b, # 0, donde k puede ser cero.

m=0
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Solucién de ecuaciones con series de potencias

Por supuesto, y; y y, son linealmente independientes y la solucién general es:
Yy =Gyt Gy,

Caso 1

°  nUmero entero

n=n
Resolver la ecuacion diferencial:

2xy" +(x+ Ny '+3y =0
Esta ecuacién se puede expresar como:

(x+1) 3

"o+ =0
2x y 2xy

—
punto singular en x =0 punto smgular enx =0

yH+

Como solucién, proponemos:

Entonces:

y'=° (m+r)(m+r-1c, xm2

m=0

Sustituyendo en la ecuacion diferencial:

oo oo

2x° (m+r)m+r—"1c, x™ 2 +(x+10)° (m+r)c, x™"+3° ¢ x™" =0

m=0 m=0 m=0

2° (m+r)m+r—="Nc, x™ "+ ° (m+r)c, x™ +° (m+r)c, x™"+3° ¢ x™" =

m=0 m=0 m=0 m=0

Multiplicando por x:

2° (m+r)m+r—="Nc, x™ +° (m+r)c, x™ "+ (m+r)c, x™" +3° ¢ x™ =

m=0 m=0 m=0 m=0

2° (m+r)m+r—="Nc, x™ +° (m+r)c, x™ "+ (m+r)c, x™" +3° ¢ xm! =

m=0 m=0 m=0 m=0

k=m k=m+1 k=m k=m+1

O (k+r)k+r="Tcx"+° (k=1+r)c,_x"+° (k+r)cx +3° ¢,_xk =0
k=0 k=1 k=0 k=1

2(r—1co+22k+r Yk +r—"1)c "*’+2 = 1+r)c, X +re,

k=1

i k +r)c xkr + 3i ¢ X =0
k=1

k=1

Entonces:
2(r)(r =Ncy +rcy, =0

De esta forma, la ecuacion de indices es:

2r(r—1)+r:0—>2r2—r:0%r(2r—’l):0—>r1:% yr,=0

138




Grupo Editorial Patria®
Y la relacién de recurrencia es:

2k +r)k+r—"Nc, +(k=1+r)c,_,+(k+r)c, +3c,_,=0

2(k+r)§+r—1+%§k+(I<—1+r+3)ck71=O

2(k +r) §+r— gk (k+r+2)c,_,=0

S (k +r+2)

2(k +r) §+r—1

I<+§
1 2
Paraq:E:ck:—i

E(I:“ parak =1, 2,

Para:

9
k=2=c¢, = N OEEA %61 = —%61 = —290(—2]6‘0 = %CO
4(2+ )

21

— C, = C, = 11( J = ﬂC
N2 (71?2 40 80 °
2(3)| 3 6| —
ofs+3) " o[3)
Yo =x1Y cox™ ¢y #0
m=0

y1=cx% ’I—Zx+gx2—ﬂx3+...
0 6" 40 80

Parar=0=1¢, = — (k+2)

2(k)(l< - 2)

Para:

k=1 b, = - “*2)1 b, = ~3b,
2(1)(1—2)

k=2=b (2+2)1 b1——§b1 _ 2(3p,) = 2b,
2(2)(2—)

2

k=3=b (3+2)1 b, = - (53) b, = —tb, = ;(2b0)_ %bo

2(3)(3 - 2) 6(2)
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Solucién de ecuaciones con series de potencias

Y, = x°b0(1 - 3x +2x% - §x3 + )

Y, = bo('l— 3x +2x? —%x:* + )

Caso 2
n=r,=r

Resolver la ecuacion diferencial:

Xy// + y/ _ y — O
Esta ecuacién se puede expresar como:

y y

yrr + 7 _ pa — 0
X X
X

[
punto singularen x = 0 punto singularen x = 0

Como solucién, proponemos:

y = Zcmxrrwr
m=

Entonces, derivando:
y/ — 0] (m+r)Cme+r—1

m=0

y'=° (m+r)m+r—1c, xm2

m=0

Sustituyendo las derivadas en la ecuacién diferencial:

X (m+r)m+r—="Nc, x™2+° (m+r)c, x™ -9 c x™ =0
m=0 m=0 m=0
S 4.0 1_o _
(m+r)m+r—="Tc, x™ "+ ° (m+r)c, x™ "= ¢ x™ =0
m=0 m=0 m=0

Ahora, multiplicando por x, la ecuacién anterior:

o o o _
(m+r)m+r—="Tc, x™ +° (m+r)c, x™ —° ¢ x™*1 =0

m=0 m=0 m=0

C (m+r)m+r—"1c, x™" +° (m+r)c, x™ —° c xm1 =0

m=0 m=0 m=0

k=m k=m k=m+1
o o0

O (k+r)k+r=Tcx*+° (k+r)ex =% ¢ _xk"=0
k=0 k=0 k=1

r(r = Negx" + Z(k + )k +r—="Ne, X +regx” + Z(k +r)e Xk — ZCHX’(*’ =0
= i i

oo

r(r = 1c, +rcy =0, como ¢, # 0, entonces:

rr=N+r=0=>r>-r+r=0=>r=0=nr=r,=r=0
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oo

O (k+nr)tk+r—"Tcx+° (k+r)cxr —
k=1 k=1

* Oy

=1
(k+r)k+r—"c, +(k+r)c,—¢c_,=0
(k+r)k +r—=1+"M0c, =c,

La ecuacion de recurrencia es, por tanto:

_ _ Gk _
c, = Kt parak =1, 2,...c

Parak=1,r=0, c, =CTO=CO

c ¢
Parak=2,r=0,c, = =-"2
ara r c, 27 " 4

c
Parak=3,r=0,c, = -
ara r 5= 3
o
Parak=4,r=0,¢c, = —~
576

Entonces:

oo
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k+r —
c X =0

o
c c c
y, = X’Zcmxm = x° £ FegX+2x2+ 23+ x4+
=

4 36

_ C,.2,%,3, S .4
= CyH CoX + 2x2 4+ =03 4 0 x4 g

V1T QT T 36 T 76
e g X, o xt o
V1= OB p ey Toay T B
(

x? x3

Y1 =¢ %+ X + 21 + 31 +

x™ [
"=, o

Ahora, obtengamos a y,.

X4

4 " H

Entonces, como solucién proponemos:

oo

576" " R

Y, =y,Inx+x© b x"  [l=y,Inx+° b _xm

m=1

Derivando a y,:

y', =y Inx+ Yijo mb,_xm"
X

m=1

m=1

y', = y”1|nx+2b—ﬁ+ ° m(m-1)b, x™2
X

X2

m=2

Sustituyendo en la ecuacién diferencial:

X', +y, -y, =0
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Solucién de ecuaciones con series de potencias

x(y”1|nx + 2% — y—;+ Zm(m - ’I)bmxm‘zj

X m=2

(y1|nx+ +2mb xm1) yinx =Y b xm =
m=1

(xy" +y' = y)Inx+ 2y, + XZ m(m = Nb, x™2 + z:mbmxm‘1 - mexm =0
" m=2 m=1 m=1
=0

2y, + i m(m = Nb, x™" + i:mbmx’“‘1 - i“bmxm =0
m=2 m=1 m=1

2y, + i m(m—"1b, x™" + i mb, x™" — i“bmxm =0
m=2 m=1

—_
k=m-1 k=m-1 k=m

2y, +°© k(k + Wb, x* +° (k+ b, x"=° bxk =
k=1

k=1 k=0

2y, +° k(k+ b, x*+b,+° (k+ b, xk=° bx* =0

k=1 k=1 k=1

2y, +b,+° (k(k+ Wb, +(k+1b,,—b)xk =0

k=1

2y +b, +° (k+12b,., —bx< =0

k=1

2 3 4

I S S
(21 (302 (41
2x . 3x? N 4x3
(212 (32 (412

yi=1+x+

!

yy =1+

2x 3x?  4x3 O -
Yoy Ty ey TrE b ke Wb mbaxt =0

23 b, =0 Chl-2
[P2x 3x? 4x

!)2+( HZ (k +12b, ., —b)xk =0

Px N 3x? N 4x3
2 (32 (4!)2

o (4b; - b)x ik+1 —bx< =0
[ (4b, — b)x = 0 LT (4b, +2)x = 0 [4H, = -3 E@l:—%

[Bx? 4x3 | o
i v e

=44 9b,+2=0 (9B =1 -2 =1 B

(31 6 4 108
Y, = y,Inx + ibmxm
m=1
] ]
y, = O+ x + X22 + X32 + X42 +...D]1x+52x—§x2 —lx3 +...E|
& (217 (3 (4 H 4 108 g
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Caso 3

i

—r, = entero positivo
Resolver la ecuacion diferencial:

xy'"+2y'+xy =0

Esta ecuacion se puede expresar como:

2
y'+ 4 +y=0
-
punto singular en x =0

Como solucién, proponemos:

Entonces:

Sustituyendo en la ecuacién diferencial:

x© (m+r)m+r—"1c, x™2+2°% (m+r)c, x™ "+ x° ¢ _x™" =0

m=0 m=0 m=0

© (m+r)(m+r—"1c, x™"+2° (m+r)c, x™ 1+ 9 ¢ x™* =0

m=0 m=0 m=0
Multiplicando por x la ecuacién anterior:

©C (m+r)m+r—"c, x™ +2° (m+r)c, x™ +° ¢ x™2 =0

m=0 m=0 m=0

C (m+r)m+r—"c, x™ +2° (m+r)c, x™ +° ¢ x™2 =0

m=0 m=0 m=0

kem k=m k=m+2
o (k+r)k +r—="Nexk + 2000 (k + r)e xkr + o C X =0
k=0 k=0 k=2
Para k=0, obtenemos la ecuacién de indices:
(r)(r = T)cy + 2(r)cy, =0
Como ¢, # 0, entonces:

rr=0+2r=0->rr-1+2)=0->rr+10=0->nr=0yr, =-1

Por tanto, las soluciones son:
— N m
Yy, =X E c,X c, %0

y, = ky,Inx + x? mex’" b, # 0, donde k puede ser cero.
m=0
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Solucién de ecuaciones con series de potencias

Para k=1,
(1+n)0+r="1c, +2(1+r)c, =0
r+re, +2(0+r)e, =0° (r+2)(1+r)e; =0° ¢, =0
Para k=2
(k+r)k +r =T, + 2k +r)c, +¢,, =0
(k+r)k+r—-1+2)c, =-c,

_ “C2

G2 k=2 3 .o
T hrnkrr+n PO

La férmula de recurrencia para r; = 0 sera:

_ "G

= %2 ek =2, 3, .o
Tk PAEET A

La férmula de recurrencia para r, =—1 sera:

-b
b, = ——k2_ k=23, .00
CT k- P
Entonces:
Yo =x1Y o x" ¢y #0
m=0
Para:
k=2mce—S2_ - S
2022+ 6
—C C.
k:3:} 27":——12
STRE+) . 12
k=tmc=—S2 - G _ S
@A+ 20 120
—C C
k=5=c=—233—=-23=0
ST+ 30
k=boc =—_ S __C__ S
ET 66+ 42 5040
Entonces:
y, =x% ¢ _Coyey Coya o S0 ye
! ° 6 120 5040
N 1 x2  x*  x¢
ARl TR T}
Como:
x3 x5 X
senX = X——+———
3L 51 71
senx _xi xf“_xf6
x 31 51 7
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Entonces:
sen x
1= C
X
Parar,=-1:
_bk—z
= k=23 (o)
FT kg PR
Para:
k=2ob,= -2 ___ b
(2-102) 2
b b
k=3=b, = 32— _1-0
TPTEoe e
b b b,
k=4=b, = 2 _22 _ 2o
TP T a2 2
k=5mb=—2 g
(5-1(5)
b b b,
k=6=b, = 4 P Yo
T T o6 30 720
S b, xm = by - 20x2 4 Doya - By =b§-)‘i xtox L
& " ° 2 24 720 0 21 a1 6l TE
2 4 6 8
Como cosx = 1- 2+ 2 X . X
21 41 6! 8l
mex’” = b, cos x
Entonces:

y, = ky,Inx + x™2 mexm

y, = (0)y,Inx + x7'b, cos x = x7'b, cos x
De esta forma, la solucién general de la ecuacion diferencial es:

_ o Senx  , cosx
Y=< + 0

X X

4.8 Funciones especiales

I Funcién Gamma

La funcién I'(n) para n > 0 se define como:

oo

I'(n) = ot" e tdt
0

La férmula de recurrencia para la funcién Gamma es:

T'(n+1) =nl'(n) =n!
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4 Solucién de ecuaciones con series de potencias

Entonces, calculemos I'(1):

oo

I'(1) = ot™e"idt = et dt = _e—t: -1

0 0
Tr)=mTMm=1=1
T3)=2I'(2)=2=2!
T'(4)=3I'(3) =6 =3!
T'(5)=4T(4) = 4(6) = 24 = 4]
T'(6) = 5I'(5) = 5(24) = 120 = 5!
F(1] = Tt%e‘fdt =r

2 0

I Solucidn de la ecuacidn de Bessel

X2y + xy'+ (x2=v?)y =0

m Aplicando el método de Frobenius

Como solucién proponemos:

Derivando:

O (m+r)m+r—"Nc, x™ +° (m+r)c, x™ +© ¢ xm+2 — 2

m=0

m+r
X

<
I
3
Mz

oo oo

m=0 m=0

r(r = Ncy + rc, — v, =0

rir="+r-v2=0

r2—v2=0:>{

r,=-v

Por tanto, existird una solucion de la forma:

oo

— v m
y =X ;cmx
&

oo

o

o

[¢]

m=0

m+r —
c,X™ =0

°C [m+r)m+r=N0+(m+r)—v2c, x™ +° ¢ x™2=0

m=0

oo

m=0

oo

[¢] [(m + I’)2 _ VZ]CmeH + (¢} Cme+r+2 =0

m=0

oo

m=0

oo

o [(m + r)2 _ VZ]Cme+r + o mem+r+2 =0

m=0

m=0

oo

m=k k=m+2

oo

O [k +r)?=v2lexkr +° ¢,_xk =0

k=0

k=2
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Para k=0
(r? = v?)c,x" = 0. Esta es la ecuacién de indices
Para k=1
(M+r)? =v?)ex™ =0= (1+v)? —=v?)c, =0= (1+2»)c, =0

Comov # 0 = ¢, =0, entonces:

[(k +r)? — 2], x* + ZCk_2xk*' =0
2 k=2

M

~
II

La ecuacioén de recurrencia es:

ktk + 2v)lc, +¢,, =0 [ o= —I(CL parak =2, 3, 4.0

(k + 2v)
Para k=2
c, =— S =0
2 22+ 2v) 41+ )
Para k=3
c = — S _
3@+ 2v)
Para k=4
c o & o c, ___Al+w) _ Co
Y44 +2y) AQQR+v) 4QR2+v) 250+ 1)2+)
Para k=5
c
cs :_5(?321}):0:}(:7:(:9 :CH:"':O
Entonces:
1)k
Cp = (=1c , parak =1, 2, 3...

T 221+ )2 + ).k + v)

Como ¢, es una constante arbitraria, entonces:

1

= 2Tty

Y recordando que:
I'(1+v) =vI'(v)
La férmula para las c es:
L (1"
2221+ )2+ v).k + VD(T+ )

(=)
- parak =12 3.
o = TR+ v+ k) PO

Por tanto, la solucién es:

O N o S 15
y—m;cz,nx _mzzb m!F(1+v+m)§%

Siv 2 0, esta serie converge por lo menos en el intervalo 0 < x < oo.
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Solucién de ecuaciones con series de potencias

I Funciones de Bessel de primera clase

La serie solucién anterior se denota por J,(x), entonces:

Igualmente, si tomamos r, = —v, obtenemos:

o (_1)m X 2m-v
L0= 3l 3)

De esta forma, las funciones J,(x) y J_(X) se conocen como funciones de Bessel de primera clase de
orden v y —v, respectivamente. Dependiendo del valor de v, J,(x) puede tener potencias negativas
de xy converge en el intervalo 0 < | x| < co.

I Soluciones de la ecuacién de Bessel

Siempre habra una y; la forma y, = |x[*© ¢, x™ que es J,(x).

m=0

Para estudiar la forma y, consideramos dos casos, cada uno de los cuales se explica a continuacion:

Caso 1

Sir,—r,=v — (=) = 2v # entero positivo.

=y, = [x|[" Y c,x™ queesJ_(x)

m=0

Por tanto, y = ¢,J,(x) + ¢,J_,(x) es solucién general.

Caso 2

Si 2v = entero positivo.

o
e X

=Yy, = JV(X)JW

Por tanto, y = ¢;J,(x) + ¢,y es solucién general.

Ejemplo del caso 1
Encontrar la solucién general de la ecuacion:

2v # entero positivo.

o
2,1

, , 1d
x%y +xy+% —Rg'zo

1 -
Comov = 7 entonces la solucién general en 0 < x < « es:

y = c1Jl(x) + CZJJ(X)

4 4
Ejemplo del caso 2
2v = entero positivo.

X2y + xy'+(x2 =16)y =0
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Como v =4, entonces la solucién general en 0 < x < « es:

dx

y= C1J4(X) + C2J4(X)J’m
4

A continuacion se explica el proceso para la transformacién de una ecuacién para convertirla a una
ecuacion de Bessel.

Sea la ecuacion:

° 10
2,01 ’ 2 _ =O
x2y"" + xy +éx 9@/
Sea z= 2x, entonces:
oy _dydz L dy
y_dx_dzdx_ dz

,_d @0 d 0 dd JdyOl ,dy
y Tkt H ¥ aH xdzBaH a2

d?y dy ° 10
4x? =2 + 2x = 2——v=0
X + xdz+éx 9%'

dz?
AL S =
T Tt T = 3

La soluciéon general es:

y =cJ,(2x)+c,J ;(2x) en 0 < x < o0
3 3

4.9 Solucidn de ecuaciones diferenciales usando el sistema
algebraico computacional wxMaxima 11.04.0

Con el software wxMaxima 11.04.0 es posible resolver la ecuacion diferencial con series de potencias.
Para cargar la ecuacién diferencial a resolver en dicho programa, que en este caso es la ecuacion de
y''(t) —ty(t) =0, y la opcidn series, los comandos a utilizar son los siguientes:

(i23) load(series)$
depends(y,x)$
eq: "diff(y,x,2)+x*y=0;
niceindices(series(eq,y,X));

2

(%025) y+xy=0

X2

2

y+xy=0,vy, X

(%026) series
d x?

Entonces, wxMaxima 11.04.0 nos regresa:

2

(%025) y+xy=0

X2

2

X2y+xy=0, Y, X

(%026) series[ q
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Solucién de ecuaciones con series de potencias

La opcién series, asi como el comando series, no se encuentran disponibles en wxMaxima 11.04.0; sin
embargo, se puede usar el desarrollo en series de Taylor para encontrar la solucién en serie de poten-
cias, con las condiciones iniciales y(0) =1y y'(0) =1

(atvalue(y(x),x=0,1);atvalue("diff(y(x),x),x=0,1);).-
Asi, para desarrollar tecleamos los comandos:

—> atvalue(y(x),x=0,1);atvalue("diff(y(x),x),x=0,1);
odeseries:taylor("diff(y(x),x,2)—x*y(x),%x,0,3);

Entonces, wxMaxima 11.04.0 nos devuelve un desarrollo en series:

*i29) atvalue(y(x),x=0,1);atvalue("diff(y(x),x),x=0,1);
odeseries:taylor("diff(y(x),x,2)—-x*y(x),%x,0,3);

(%029) 1
(%030) 1
at y(X) —2| x?
dx*
%031/ T/ 5 + Ll 1(x + XZO
o3IV T/ —— Y YOO X 5 -
x=0 x=0
d? d®
3 X - X x3
e y( )‘ v y( )‘
x=0 x=0
+ ...

6

En este caso, wxMaxima 11.04.0 devuelve y(0) = 1, y'(0) =1y las derivadas siguientes expresadas lite-
ralmente; entonces, igualamos a cero y resolvemos. Asi pues, tecleamos:

—>  solve(Jat("di Ff(y(x),X,2),x=0),(atC"d i FF(y(x),X,3),x=0)-1)=0,(at("d i Ffi(y(x),X,4),x=0)
—2)/2=0,~((B*(@tCdiff(y(x),x,2),x=0))-at("d i ff(y(x),x,5),x=0)))/6=0,
[atCd iRy (X),X,2),x=0),atCd i Fi(y(X),Xx,3),x=0),at("d i F(y(X),X,4),x=0),at("d i FFi(y(x),X,5),x=0)D;

Entonces, wxMaxima 11.04.0 devuelve:

($132) solve([at('diff(y(x),x,2),x=0),(at('diff(y(x),x,3),x=0)-1)=0, (at('diff(y(x),x,4),x=0)
-2)/2=0,-((3*(at ("diff(y(x),x,2),x=0))-at('diff(y(x),x,5),x=0)))/6=0,
[at ("diff(y(x),x,2),x=0),at('diff(y(x),x,3),x=0),at('diff(y(x),x,4),x=0),at('diff(y(x),x,5),x=0)]);

i az a: as as
(%032) [I o y(x)| =0, e yx)| =1, @y(x) =2,§ y(x) =0]]
x=0 x=0 x=0 x=0
Donde expresa y''(0) = 0, y®(0) = 1, y*(0) = 2, y*(0) = 0.
Entonces, la serie de Taylor de la solucién es:
> (n) 2 3 4 5 3
y= Z O gy O, 200 00 i B
2 hl 21 317 41 " 5
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Problemas para resolver

4.1 Determina el valor de e® usando los primeros cinco tér-
minos de la serie de Maclaurin.

4.2 Determina el valor de sen(r) usando los primeros cinco
términos de la serie de Maclaurin y calcula el error.

4.3 Determina el valor de tan(n/2) usando los primeros tres
términos de la serie de Maclaurin. ;Es buena aproxima-
cién?

4.4 Escribe los primeros cinco términos de las series de las
siguientes funciones en los puntos dados.

a) y=sen x a—E
y_ 1 _2

b) y=cosx,a=0
c y=xe5a=0

4.5 Representa la funcién y = e**™ por medio de series de
potencias, en el punto x = 0.

4.6 Indica si los siguientes limites son iguales a cero:
: 2

a) limn| sen—
n—oo n

. n
b nlm’(n5 + 1]

c) limn2e™"

n—co

ALERTA: Recuérdese que: lim X —0

X X

4.7 Con base en tus respuestas al problema anterior, indica
la convergencia de las siguientes series:

= 2
a) %n(sen;]

b) > [Cln L[

2 Tt

4.8 Demuestra el término general de la serie de Maclaurin
de:

o0 n

o =" x2n+1

SenNX = en+)

4.9 Deriva la expresion del sen x dada en el problema ante-
rior para obtener el término general de |a serie de Maclaurin
de cos x.

4.10 Determina y y y', dado que y = Za,x‘ y escribe los

cuatro primeros términos de cada término, asi como el co-
eficiente de x" del término general.

m Problemas aplicados a |a realidad

B Problemas para resolver con tecnologia

4

4.11 Haciendo corrimiento de indices, comprueba las si-
guientes expresiones:

a) © a(x-N"=°a (x-1

n
n=0 n=1

oo

b) Zn(n — NJa x"2 = Z(n + 2)(n+ Na,,,x"
n=2 n=0

C) o anxn+2 - O an,zxn
n=0 n=2

4.12 Resuelve la ecuacion diferencial y' + y=0, usando series
de potencias, e identifica qué funcién representa la serie.

4.13 Resuelve la ecuacion diferencial y'' — 2xy’ + y=0, usan-
do series de potencias.

4.14 Resuelve la ecuacion diferencial y'’ — 2x?y = 0, usando
series de potencias.

4.15 Determina el intervalo de convergencia y el radio de

. .« n
convergencia de la serie ZEX”.
6

4.16 Indica por qué el radio de convergencia de la serie

= M
Z—nx” esp = .
22

4.17 Determina el radio de convergencia de ZZ”X”.

4.18 Usando las series de sen x y de cos x, determina la
serie de sen 2x, utilizando la identidad sen 2x = 2 sen x cos
X y operaciones con series.

4.19 Usando la serie de Taylor, determina la serie de cot x.
¢Por qué en esta serie no se utiliza el método del problema
anterior?

4.20 Determina la solucién por series de la ecuacion dife-
rencial sujeta a las condiciones iniciales que se indican:

y'=xy'—y =0, y(0) =2, y'(0) =1

4.21 Determina la solucién por series de la ecuacion dife-
rencial sujeta a las condiciones iniciales que se indican:

2+ x)y"—xy'+4y =0, y(0) =1, y'(0) =3

4.22 Los polinomios de Hermite se definen, conforme

la formula de Rodrigues, como: H, (x) = (—1)”exzj—e‘xz.
Xn

Utilizando esta féormula, determina los cinco primeros poli-
nomios de Hermite.

4.23 Genera los cinco primeros polinomios de Hermite, con
la funcién generatriz de los polinomios de Hermite:

e2tx—t2 = i Hn(t) X"

n=0 n!

Sugerencia: Desarrolla en serie a la exponencial.
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4 Problemas para

4.24 Utiliza las féormulas de recurrencia a los polinomios de
Hermite, para que a partir de Hy(x) de H;(x) generen los tres
siguientes polinomios de Hermite.

ALERTA: Férmulas de recurrencia para polinomios de Hermite:

H,.. (x) = 2xH,(x) — 2nH,_, (x)

H (x) = 2nH,_, (x)

4.25 Con un ejemplo, muestra que los polinomios de Her-
mite satisfacen la relacién de ortogonalidad.

ALERTA: Relacion de ortogonalidad de los polinomios de Hermite:

[ €H, (0 H,x) b = {

0 m#n
Z”n!\/; m=n

4.26 Laecuaciony'’ —2xy' + 2ly=0, —o < x< o, en donde
A es una constante, se conoce como ecuacién de Hermite,
la cual se considera una ecuacién importante en fisica y en
matematicas. Dicho lo anterior, encuentra los primeros tér-
minos de cada una las dos soluciones independientes en

torno a x=0.

4.27 Para la ecuacion de Legendre

dix
dt?

(1-1)

—2t7+a(oc— Tx=0,

a es un parametro real. Determina dos soluciones linealmen-
te independientes en forma de serie de potencias alrededor

de t=0.

4.28 Determina dos soluciones en serie de la ecuacién

u'—xu=0

4.29 La ecuacién diferencial de Airy se define como
y'"+ k?xy = 0 . Resuelve esta ecuacion usando series.

4.30 Los polinomios de Legendre se definen, con la féormula

de Rodrigues, como: P, (x)

T nl2n dxn

1 d”

(x*-1)"n=0,1,2..

Utilizando esta férmula determina los cinco primeros polino-

mios de Legendre.

4.31 Los polinomios de Legendre, calculados a partir de la
férmula de Rodrigues, no estan normalizados.

ALERTA: La funcion delta de Kronecker es 6aﬂ =0sia# B, 0, =1

1
2
La norma se define por IE,Z(X)dx =—
-1
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m Problemas aplicados a la realidad

resolver

Dichos polinomios de Legendre son mutuamente ortogo-
nales para un producto interno definido de la siguiente ma-
nera:

2
2n+1

mn

1
[ PP, (x)dx =
-1

Normaliza los cinco polinomios de Legendre obtenidos en
el problema 4.30.

4.32 Con un ejemplo, muestra que los polinomios de Le-
gendre que obtuviste en el problema anterior satisfacen la
relacién de ortogonalidad.

4.33 Utiliza las féormulas de recurrencia a los polinomios de
Legendre, para que a partir de los polinomios de Legendre
que obtuviste en el problema, 4.31 generes otros polino-
mios de Legendre.

ALERTA: Férmulas de recurrencia de polinomios de Legendre:
(n+1P,, =@2n+1)xP, —nP,_,
x2—1dP,

——L=x -P
n & "
d
@n+1F, =~ (Fa-F)

4.34 Con wxMaxima 11.04.0 determina la serie de
Taylor y traza la grafica de f(x) = e*.

4.35 Con wxMaxima 11.04.0 determina la serie de
Taylor y traza la gréfica de f(x) = x + 5e**.

4.36 Con wxMaxima 11.04.0 determina la serie de
Taylor y traza la gréfica de f(x) = x + sen(x?), varian-
do el nimero de términos en la serie en el comando
taylor(f(x),x,0,15), para un mejor ajuste.

4.37 Con wxMaxima 11.04.0 determina la serie de
Taylor y traza la grafica de f(x) = x +e*="®  ajus-
tando a 15 el nimero de términos con el comando
taylor(f(x),x,0,15), para un mejor ajuste.

=

4.38 Con wxMaxima 11.04.0 determina 30 términos de
la serie de Taylor, de f(x) = 6e* + gsent?)

=

ALERTA: Con wxMaxima 11.04.0, usando el comando:
“f(x) = niceindices(powerseries(f(x), x, 0));
Obtienes el término general de la serie de una funcion.

4.39 Obtén los términos generales de las series:
a) sen x
b) cos x

c) e

‘ Problemas para resolver con tecnologia



4.40 Con wxMaxima 11.04.0 determina la soluciéon en
| °° C d?y
i = = ® —Z +6xy =0
series en torno de x, = 0 ¥ n;anx E de e Xy

con y(0) =1y y'(0)=1.

4.41 Con wxMaxima 11.04.0 determina la solucién en se-

. o= L, d?% dy

ries en torno de x, =0 =SYax'rde—Z+x=Z+y=0
¢ & ; R EES e e

YO =1yy©Q)=1.

4.42 Con wxMaxima 11.04.0 determina la solucién

en series en torno de x0—1[y Ea ]de
d’  dy

YL Y -0y =1

dx2+dx+y AR

4.43 Con wxMaxima 11.04.0 determina la solucién en
. O = €
series en torno de x,=0 3 = Z)anx” E dey’ —y=0con

y(0) =2y y'(0) = 1; asimismo, calcula la solucién exacta
y traza la grafica en wxMaxima 11.04.0 de ambas curvas
solucién.

4.44 Con wxMaxima 11.04.0 determina la solucién en
series en torno de x; = 1 (y = Zan(x - xo)”] de
n=0

y''=xy'—y=0con y(1)=1yy'(1)=1; asimismo, calcula la
solucién exacta y traza la grafica en wxMaxima 11.04.0
de la curva solucion.

Con base en la ecuacién diferencial de los polinomios de
Laguerre: xy'' + (1 = X)y’ + ny = 0, realiza lo que se te pide en
los problemas 4.45 a 4.49.

4.45 Usando wxMaxima 11.04.0 resuelve en series en
torno de x, = 1 para n = 0 y con condiciones iniciales

0)=1, y'(0)=0, y comprueba que el polinomio de La-
guerre de orden 0 es Ly(x) = 1.

4.46 Usando wxMaxima 11.04.0 resuelve en series en
torno de x, = 1 para n = 1, y con condiciones iniciales

¥0)=1, y'(O)=

—1, y comprueba que el polinomio de La-
guerre de orden 1 es L;(x) =1 — x.

@ Problemas aplicados a la realidad

a Problemas para resolver con tecnologia
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4.47 Usando wxMaxima 11.04.0 resuelve en series en
torno de x; = 1 para n = 2 y con condiciones iniciales
(0)=1, y'(0)=—2, y comprueba que el polinomio de La-

guerre de orden 2 es L,(x) =

4.48 Usando wxMaxima 11.04.0 resuelve en series en
torno de x;, = 1 para n = 3 y con condiciones iniciales
Y

1 2
—(x* —4x+2).
2(x X+ 2)

(0)=1, y'(0)=-3, y comprueba que el polinomio de La-

guerre de orden 3 es L,(x) = %(—x3 +9x% —18x + 6).
4.49 Usando wxMaxima 11.04.0 resuelve en series en
torno de x; = 1 para n = 4 y con condiciones iniciales
y(0)=1, y'(0)=—3, y comprueba que el polinomio de La-
guerre de orden 4 es

Ly(x) = %(x“ —16x3 + 72x% — 96x + 24).

4.50 Usa la funcién generatriz de los polinomios para gene-
rar los polinomios de Laguerre que acabas de encontrar en
los problemas 4.45 a 4.49.

ALERTA: La funcién generatriz de los polinomios de Laguerre es:
1 d
X) = —e’ hEca
L,(x) e

4.51 Usando la ecuacién de recurrencia de los polinomios
de Laguerre, obtén los polinomios de orden 5 al 6.

La ecuacion de recurrencia de los polinomios de Laguerre es
Lo (x)=@2n+1=x)L,(x) —n?L_,(x)
4.52 Da un ejemplo de ortogonalidad de los polinomios de

Laguerre usando su relacién de ortogonalidad:

(L, L) = °L(x)L,(x)e™ dx = (n})?6

0

mn
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4 Solucién de ecuaciones con series de potencias

Q PROBLEMA RETO

La fuerza que ejerce un resorte muy gastado se modela como F = —ke=*'x cona > 0; por
1 tanto, si se une a un objeto y se hace oscilar horizontalmente, la ecuacién de movimiento

, . . . . 2 [k
serd mx'’ + ke ?x = 0. Con base en lo anterior, realiza el cambio de variable s = =,|—e™/?,
. . ) ., . . a\m
identifica el tipo de ecuacién que se obtiene y resuélvela.

@ REFERENCIAS

Kiseliov, A., Krasnov, M. y Makarenko, G. (1984). Problemas de ecuaciones diferenciales or-
dinarias, 4 edicién. Mir. MoscU.

Spiegel, Murray R. (1983). Ecuaciones diferenciales aplicadas. Prentice-Hall. México

Zill, Dennis G. (2006). Ecuaciones Diferenciales con Aplicaciones de Modelado. 8?
edicion, Thomson Learning lberoamericana. México.

DIRECCIONES ELECTRONICAS

http://andrejv.github.com/wxmaxima




UNIDAD

: P T s > “ e =
SRR R ..;n--h.g ST S - 3 TR

Solucion de ecuaciones
con transformadas
de Laplace

I OBJETIVOS

Obtener transformadas de Laplace de diferentes funciones.

Enunciar y demostrar el teorema de existencia de la transformada de Laplace.

Conocer las propiedades de las transformadas de Laplace.

Obtener la transformada inversa de la transformada de Laplace.

Aplicar el método de la transformada de Laplace para resolver problemas de valor inicial.
Resolver problemas fisicos en los que se demuestre la conveniencia de emplear la
transformada de Laplace.

I ¢ QUE SABES?

¢Como se obtiene una transformada de Laplace?

;Cudles son los principios del teorema de existencia de la transformada de Laplace?
¢Es posible reducir un problema de valor inicial a un problema algebraico?

;Como se resuelve una ecuacién diferencial con transformadas de Laplace?
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Solucién de ecuaciones con transformadas de Laplace

5.1 Introduccién

La transformada de Laplace es un método operacional que se puede utilizar para resolver ecuaciones
diferenciales lineales, debido a que su uso hace posible que diversas funciones senoidales, senoidales
amortiguadas y exponenciales, se puedan convertir en funciones algebraicas de una variable compleja
s; asimismo, permite reemplazar operaciones como la derivacién y la integracién por operaciones
algebraicas de funciones complejas equivalentes. Esto es, a través del método de la transformada de
Laplace, una ecuacion diferencial lineal se puede transformar en una ecuacién algebraica de la varia-
ble compleja s; por tanto, si esa ecuacion algebraica se resuelve en s para la variable dependiente, se
obtiene la solucién de la ecuacion diferencial. Este procedimiento, que implica la transformada inversa
de Laplace de la variable dependiente, se realiza empleando dos métodos:
1. Tabla de transformadas de Laplace.

2. Técnica de desarrollo en fracciones parciales.
En el método de la transformada de Laplace es caracteristico el uso de técnicas graficas para prede-
cir y/o analizar el funcionamiento de un sistema sin tener que resolver ecuaciones diferenciales. Otra

ventaja del método de Laplace es que por medio de este es posible resolver la ecuacién diferencial
obteniendo, simultdneamente, las componentes del estado transitorio y estacionario de la soluciéon.

5.2 Variable compleja s

La variable s es de tipo complejo con una componente variable real y una imaginaria. Esto es:

sS=0+ iw

Donde o es la parte real y w es la parte imaginaria.

5.3 Funcién compleja F(s)

Una funcién compleja F(s) tiene una parte real y una parte imaginaria:

F(s) = F, + iF,

Donde F,y F, son cantidades reales.
La magnitud de F(s) esté dada por:

En tanto, el angulo o de F(s) es:

tan™ R
F

y

El angulo de F(s) se mide de derecha a izquierda a partir del semieje real positivo.

El complejo conjugado de F(s) es:
F(s)=F,—jF,

Se dice que una funcién compleja F(s) es analitica en una region, si F(s) y todas sus derivadas existen
en esa region.

i/:(s) — lim Fls+As) _ lim AF
ds As-0  As As-0 As

Los puntos del plano s en los que la funcién F(s) es analitica reciben el nombre de puntos ordinarios,
mientras que los puntos del plano s en los que la funcién F(s) no es analitica se denominan puntos
singulares; a estos Ultimos puntos también se les denomina polos. Los puntos en los que la funcién F(s)
es igual a cero, se denominan ceros.
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5.4 Transformada de Laplace

I Definicién de la transformada de Laplace

La definicion de la transformada de Laplace se plantea de la siguiente forma.
Sea:

f(t) = Funcion de tiempo t tal que f(t) =0 para t <0
s = Variable compleja
F(s) = Transformada de Laplace de f(t)
L = Simbolo operacional que indica que la cantidad a la que precede debe transformarse por la

integral de Laplace:

=3

J et dt

0

Entonces, la transformada de Laplace de f(t) esta dada por:

oo

L{f(t) = Cetf(t)dt = F(s)

0

Por tanto, se le llama transformada de Laplace de la funcién f(t) si la integral existe.

Si una funcioén f(t) tiene transformada de Laplace, la transformada de la funcién Af(t), donde A es
una constante, esta dada por:

LIAT(D)] = ALIf()]

Esto es obvio, partiendo de la definicién de transformada de Laplace. En forma similar, si las funciones
f,(t) y £,(t) tienen transformada de Laplace, la transformada de Laplace de la funcion f,(t) + f,(t), esta
dada por:

LLA(t) + H(0] = LI (O] + LIf(0)]

De nuevo, la prueba de esta relacién es evidente a partir de la definicién de la transformada de La-
place.

A continuacion, en la siguiente serie de problemas resueltos, se determinan las transformadas de
Laplace de algunas funciones.

Problema resuelto \

Encontrar L{c}, donde c es un real.

Solucién

Por definicién:

_e—st g

- b
L{c}= | et = lim ~stdt = lim
{c} _([ estcdt Jim ¢ Z)[ estdt Jime

—sb

L{c} = tl’iglc ¢

1=£para s>0
s

Ly =<
5]
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E 5 Solucién de ecuaciones con transformadas de Laplace

Problema resuelto "\

Encontrar L{t}.

Solucién

Por definicién:

Lty = [ et
0
Usando integracion por partes:

o
S

T e~itdt =
0

C o1 t
+— j estdt=——e
5 8§ s

0

Entonces:

1

Problema resuelto "\

Encontrar L{t*}.

Solucién

Por definicién:

L{t?} = J'e’“tz dt
0

2 |7 2%
L{t?} = ——et| += f te~tdt
S 0 S 0
2 [ [ 1 2
Ly =-Les| +2|-tew| 41 f te~tdlt
s , s| s h §§
) w
L{t?} = v est| — et et + z J e stdt
&2 &
o o 0
L{tZ} = _ﬁe—st _ & est| — ze—st = 3
2 3 5]
0 S 0 0 S
Entonces:
2
L{tz} = —3
s

Generalizando los resultados de los dos problemas anteriores:

|
L{t} = n_1 para n=1, 2, 3...
sn+

Problema resuelto \

Encontrar [{e?'}.
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Solucién

Por definicién:
L{eat} = J- e stedt dt = J' ef(s—a)t dt S ef(sfa)t =
0 0 S
Entonces:

L{e*} = 1 ,s>a

Problema resuelto \

Encontrar la transformada de Laplace de la funcién escalén unitario o funcién de Heaviside.

Solucién

La funcién escalén unitario esta dada por:

u(t) = 0 para t<a

lparat=a

y 10
0.9 ]
0.8 5
0.7 ]
0.6 5
0.5 5
0.4
03
02
01

|
v
|
~
|
w
|
N
|
N
=)
—
()
w
=~
<o L

Figura 5.1 Funcién uy(x).
Por tanto, aplicando la definicién, la transformada de Laplace de la funcién de Heaviside, es:

e

e~tu, (t)dt = J e~tdt=
A S

Lu,(t)] = con s >0

o3

Fisicamente, una funcién escalén producida en t = 0 corresponde a una senal constante aplicada subi-
tamente al sistema, en el instante en que el tiempo t es igual a cero.
El efecto de multiplicar una funcién por una funcién de Heaviside, es trasladar la funcién:

y A y A
f(0) '/\ or
> a a
a) y = f(1); b) y=f(t— a)u,(t);
Figura 5.2
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Problema resuelto "\

Trazar la gréfica de la funcién:

Uy (X) + 2u3(x) — 6u,(x)

Solucién

y 3T -

2 -+
1 4+

| | | ! | ! | ! i ! | ! | ! | ! | |

[ — [ — I L L U U [ — [ — I L 1

5 4 3 2 —+ 1 2 3 4 5

-1+ X
_2 b
Figura 5.3 T
Funcion u,(x) + 2u5(x) — 6u,(%). -3

Problema resuelto "\

Trazar la gréfica de la funcién:

uy(x)ex

Solucién

V140
120
100
80
60
40
20

Figura54 -5 —4 -3 —2 -1 0 1 2 3 4
Funcién u,(xe".

<un-L

Una variante de la funcion de Heaviside es:

14
Ll sia—At°t° a+At
uAa,a(t) = At
0 en otro caso

Tomando el limite cuando At — 0, esta se define:

li t i t=a
_Hmun.0 s
Eb si t°a

)

a

A esta Ultima funcién se le conoce como funcién delta de Dirac.

160




Grupo Editorial Patria®

Por su parte, se llama funcién de impulso a cualquier funcién que se obtenga como una combinacién
lineal de funciones delta de Dirac (véase figura 5.5).

1.2 TTTTTTT T T T T T T T T T T T T T T TTTITTTTTd

A

1.0
0.8
0.6
0.4

0.2

0.0

_0.2‘|||||||||I|||||||||I|||||||||I|||||||||‘
Figura 5.5 -2 =1 0 1 2
Funcién delta de Dirac. X

La transformada de Laplace de la funcién delta de Dirac es:

Lo, = e

Problema resuelto \

Encontrar la transformada de Laplace de la funcién rampa.

Solucién

La funcién rampa esta dada por:

f(t) = 0 para t <0
At para t 20

A

) = Atu(f)

< > ¢

Figura 5.6 0

Donde A es una constante.
La transformada de Laplace de esta funcién rampa, por tanto, esta dada por:

o e =
— Ae_dt=éje*5fdt=é
-s sy 2

o O 8

I st
LAt = [ At dt = AtS—
0 =S
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Solucién de ecuaciones con transformadas de Laplace

Problema resuelto "\

Encuentra la transformada de Laplace de la funcién seno:

f(t) = 0 para t <0
A sen wt para t >0

B L B U B NV, |

Figura 5.7

Donde Ay w son constantes.

Solucién

La transformada de Laplace se obtiene del modo siguiente:

Primero, el sen wt se puede escribir como:

1. . )
sen ot = —(e”t — e ™)
2i

Por tanto:

T(e‘“"—e”‘)e‘“dtzé 1 _A 1 _ A
0

L[A sen wt] = — =
[ ! 2is—iw 2is+in s+ w?

2
2i

Asimismo, la transformada de Laplace de A cos wt se puede obtener de la siguiente forma:

As

L[A cos wt] =
[ ! s% + w?

I Transformadas de Laplace con wxMaxima 11.04.0

Para evaluar la transformada de Laplace de la funcién f(t) = e**?' sen t en el software wxMaxima 11.04.0
se teclea lo siguiente:

—_> laplace(%e” (a+2*t)*sin(t)*t,t,s);
quede esta forma, se obtiene la transformada de Laplace:

i3) laplace(®e”(a+2*t)*sin(t)*t,t,s);
%ex(2s—4

*%03) ——
(s>-4 s+5)2
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I Propiedades de la transformada de Laplace

La transformada de cualquier funcién f(t) transformable de Laplace se obtiene facilmente multiplican-
do f(t) por e, e integrando el producto desde t= 0 hasta t = co. Una vez conocido el valor de la trans-
formada de Laplace, no es necesario deducir cada vez a la transformada de Laplace de f(t).

Teorema 1

La transformada de Laplace es un operador lineal; esto es: para cada funcién f(t) y g(t), cuya transfor-
mada de Laplace exista, y para cualesquiera constantes a y b, tenemos:

Laf(t) + bg(t)} = aL{f(t)} + bL{g(t)}

Problema resuelto "\

Determinar la transformada de Laplace de e“'.

Solucién

= =3

L{e*t} = I e~stet dt = J. et gt = — L

0 0 S—lw

L{e} = 1 (s+iw) s +i[ ® )

s—iw(s+iw) s+ w? %+ w?
Por el teorema de De Moivre:
e“t=cos wt + isen wt
L{e“t} = [{cos wt + isen wt} = [{cos wt} + il{sen wt}
Entonces:

5] (@]

L{cos wt} = 5 =y L{sen wt} = 5
s+ w s

+ w?

Problema resuelto \

Determinar la transformada de Laplace de la siguiente suma de funciones usando wxMaxima 11.04.0:

f(t)=5sent+ 9 cos t

En wxMaxima 11.04.0 se teclea lo siguiente:

—> laplace(5*sin(t)+9*cos(t),t,s);

Entonces, wxMaxima 11.04.0 nos devuelve:
i6) laplace(5*sin(t)+9*cos(t),t,s);
s 5
+

%06
Gy s+1 s?+1

Teorema de traslacién sobre el eje s
Si la transformada de Laplace L{f(t)} = F(s) existe para s > «, entonces L{e*'f(t)} = F(s — a) para s > a + a.

Demostracién:

L"Eea‘f(t)} = Ie‘“ea‘f(t) dt = Ie‘(s‘a“f(t)dt =F(s—a)
= 0 0
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Solucién de ecuaciones con transformadas de Laplace

Problema resuelto "\

Determinar la transformada de Laplace de e sen bt, usando el teorema de traslacién.

Solucién

b

L{e“sen bt} = F(S - a) = m

Problema resuelto "\

Determinar la transformada de Laplace de la siguiente multiplicacién de funciones usando wxMaxima
11.04.0:

f(t) = e% cos 5t

Solucién

En wxMaxima 11.04.0 se teclea:
— laplace (%e”(3*t)*cos(5*t),t,s);
Entonces, wxMaxima 11.04.0 nos devuelve:
(i7) laplace (%e”(3*t)*cos(6*t),t,s);
o7y — 5
S?—6s+34

Repetir este problema en tu cuaderno utilizando el teorema anterior.

I Transformada de la derivada de una funcién

Sea f(t) continua en [0, «) y f'(t) continua por partes en [0, o), ambas de orden exponencial a.. Enton-
ces, para s > a:

L{f'(t)} = sF(s) — 1(0)

Demostracidn:

Puesto que L{f'(t)} existe, se puede integrar por partes:
u=e“tydv="f'(t)dt

o N
LIF(t) = b[e-s f(t)dt = Am‘! estf'(t) dt

] N N O
= Jim [E°F(t)] +s[ e f(t)dtZ fim [e=Mf(N) - f(0)] + SF(s)
Nl 0 0 O] No e
Pero:
lim [e=Nf(N)] =0
Entonces:

Lf'(0)} = sF(s) - f(0)
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I Transformada de la segunda derivada de una funcién
L{f"'(6)} = sL{f(t)} - sf(0) - f'(0)
L{f'' (1)} = s(sF(s) — f(0)) — f'(0) = s?F(s) — sf(0) — f'(0)

En general:

L{f()} = sF(s) — 7~ 'F(0) = 87 2'(0) — .. — "~ 1(0)

I Derivadas de la transformada de Laplace

Sea F(s) = L{f(t)} y supdngase que f(t) es continua por partes en [0, ) y de orden exponencial a. En-
tonces, para s > a:

Lty = (-1 ST
dF _ d ogspitydt = 098 fit) dit = — Otef(t) dlt = —L{tF(t)}
ds ds o ds o

I Transformada de la integral de una funcién

L{Jf(ﬂ dr} - 1L{f(r)} - Trs)
0 S S

I Transformada inversa de Laplace

Si L{f(H} = F(s) = L {F(s)} = f(t) se llama transformada inversa de F(s).

Se llama transformada inversa de Laplace al proceso inverso de hallar en tiempo f(t), a partir de la
transformada de Laplace F(s).

La notaciéon de la transformada inversa de Laplace es:
L asi L'[F(s)] = f(t)

Como se vio antes:

La transformada de Laplace de t™:

n!
Sn-H

L(t") = ( ne-stdt = IIIO : n
(t)_b[te t = %ﬂﬁt
L™ es una transformacidn lineal

En si, se supone que la transformada inversa de Laplace es una transformacion lineal; esto es, si Ay B
son constantes, entonces:

LaF(s) + BG(s)) = aL7'(F(s)) + BLN(G(s)) = af(t) + Bg (t)

Donde Fy G son las transformadas de las funciones fy g. Las transformadas de Laplace mas comunes
se resumen en la tabla que se muestra a continuacioén:
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Solucién de ecuaciones con transformadas de Laplace

Tabla 5.1 Tabla de transformadas de Laplace

f(t) F(s)

1
1 2
s
n!
t W
a a
s+a
n!
t"e~* con n entero positivo W s>a
Asen wt A_w
s’ + o’
Acos wt 5
s+ ?
e sen ot _
sl (s+a) +?
Als+a)
Aecos wt m
e—as
u,(t) — cons >0
s
u,(tf(t—a) eF(s)
ef(t) F(s—a)
1]s
f(at) —F =] cona>0
ala
t
Jfe-vgiride F(5)6(5)
0
o(t—a) e
fo(t) S"F(s) — 5" 'f(0) — ... — "= 1(0)
(L) (t) Fts)

Para determinar la transformada de Laplace inversa, se usa la tabla de transformadas de Laplace (véase
tabla 5.1) y el método de fracciones parciales; por lo general, una funcién F(s) es de la forma:

Por lo consiguiente, se factoriza el polinomio M(s):

M(s) = (s + pi)(s + p,)

Donde p;, ps, ..., p, son las raices del polinomio, las cuales pueden ser reales o complejas.

Entonces, la funcién F(s) se puede escribir como:

Fog=N& oA A

.. (s+p)

A J A

= :

M(s) (s=p;) (s=p,)

(S_Pn) i=1 (S_pr’)
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Aplicando la propiedad de linealidad de la transformada de Laplace:

A,

A C
B}U E 0 |} L1 C
-p)O -p,) O %—Pn Z —p,)E

Por tanto, la antitransformada de Laplace es:

=HA,.L1 & Aeri
ARG 2

Donde —p; es el polo y A es el residuo del polo —p.

f(t) = L' [F(s)] = L

De esta forma, la manera de calcular el valor de cada residuo A, es la siguiente:

Ar’ = (S + py’)F(S)|s:7p’v

Problema resuelto "\

s+5

Determinar f(t) si L{f(t)} = ———.
eterminar f(t) si L{f(t)} 12545

Solucién

En este caso, completamos al cuadrado el denominador:

P+25+5=+2s+1+4=(s+1°+4

L{F(E)} = s+1+44 _ s+1 . 4
(s+12+4 (s+1?+4 (s+12+4
=

f(t) = et cos 2t + 2e7t sen 2t = e7{(cos 2t + 2 sen 2t)

Problema resuelto "\

Determinar f(t) si L{f(t)} =

Solucién

Primero, determinamos las fracciones parciales del denominador:

s(s—4)

1 A B _Als-4)+Bs _(A+B)s—4A

s(s—4) :+s—4_ s(s—4) s(s—4)

—4A—1:A———yB—l
4
Asi pues:
1 1 1
L{f(t)} = =——+
e s(s—4) 4s  4A(s—4)
Entonces:
1 1 1
flt)=——+—e* = —(e* -1
() e 4(e )
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Problema resuelto "\

Determinar f(t), si L{f(t)} = s+3

E 5 Solucién de ecuaciones con transformadas de Laplace

Solucién

s(s+2)(s+5)

Puesto que en este caso el denominador ya esta factorizado, el siguiente paso es determinar las frac-
ciones parciales; de esta forma, simplemente calculamos los residuos con

A,=(s+2)—>

A= (s + p)F(s)ls-,
Asi, tenemos 3 p,, a saber p;=0, p;=2, p;=5.
3
A = )y S*tS
' (S+’°')s(s+2)(s+5)5:_
A = (s) s+3 | __0+43 3
s(s+2)(s+5)|s=0 (0+2)0+5) 10

3 =2+3 1

s(s+2)(s+5)

A, =(s+5—>+3

., -22+5 6

Lif(t) = — 53

Entonces:

f(t)—u{i}_u{ ! }—u{—z }
10s 6(s +2) 15(

=2 lon 2

_ 5+3 2
s(s+2)(s+5)|_, -5(-5+2) 15

_ 3 12
s(s+2)(s+5) 10s 6(s+2) 15(s+5)

s+5)

e—St

Problema resuelto \

Determinar y = L S}.
s2+6s+11

Solucién

L—‘I —
{sz+6s+11 {52+6s+9+2}

L ° }
(s+3)%+2

{s+3 3 L,1{ s+3 }_w{ 1 }
54 ) (s+3)?2+ (

s+3)+2

vl

s* s+3

+2} = e cos \/Et - % et sen\/zt

s* s+3
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I Factores complejos repetidos
Siaes complejo, entonces:

a=a+ifya=a—-ip
Por tanto:

Gls)_ A, B

—+W(s)
H(s) s—-a s-a

Donde los coeficientes de Gy H son reales, y:

y=L O a4 Beit+ Lgw(s)

(H(s) 1
Como:
e = gl Pt = gttt = e*(cos Bt + isen Bt)
e = et~ Pt = g*te Pt = e*Y(cos Bt — isen Bt)
y = Ae“(cos it + isen §t) + Be*{(cos ft — isen ft) + LT {W(s)}
y = e*{(A+ B) cos ft+ i(A— B) sen ft) + LT {W(s)}
Entonces:
A=Qa)= Q + iB) = Q, +iQ,
Y

B=Q(3)=Qa-if)=Q, -iQ,

Luego, sumando y restando las dos ecuaciones:
A+ B=2Q,
A-B=2iQ,= i(A-B)=-2Q,

Por dltimo, sustituyendo estas nuevas constantes:

y =2%(Q, cos fit— Q, sen fit) + L{W(s)}

Problema resuelto "\

Determinar L‘W(

Primero, factorizamos el denominador:
[ 10s? +15s -5 _ 10s? +15s -5 _ 10s? +15s -5
s3 +2s? +5s s(s® +2s+5) s(s+1+2i)(s+1-2i)
De esta forma, la factorizacion en fracciones parciales es:

& i + A—1—2; + A—1+2,'
s (s+1+2) (s+1-2i)

10s? +15s -5
s3+2s2+45s |
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Solucién de ecuaciones con transformadas de Laplace

Luego, calculamos los residuos con A;= (s + p)F(s)|;__,:
1

M1052+155_ _—_5=_,I
4(s?+2s+5)|,, ()
< 10s?+15s5=5 10(-1- 202 +15(-1-2)=5 _11_3.
A . = = _—+=
v = (547520 ST s1-2)|_ | Cl-2)i-2i+1-2) 2 2
< 10s2+155-5 10(-1+2iP +15(-1+2i) =5 _11_3_
Ay = (s+4=20) = - - - -5
v = fpaA=h) Ss+1+2)(s+4=2) |, C1+2)-1+2i+1+2) 2 2
Entonces:
» IPRET g
o=t 2 "2 . 272

s (s+1+2) (s+1-2i)

En este caso:

11

3
O1=E, OZ=E, a=—1, ﬂ=—

Por dltimo, sustituyendo estas nuevas constantes:

y =2et [gcos 2t —%sen (& 2t))— L‘1{£}

y(t)=e (11 cos 2t+3 sen 2t)—1

I Traslacion de una funcién

Supdngase que se requiere obtener la transformada de Laplace de una funcién trasladada: f(t — a)1
(t—a), donde a > 0; por tanto, esta funcion es cero para t < a.

Por definicién, la transformada de Laplace de f(t—a)(t—a) es L[f(t—a)1(t—a) = jf(t a)l(t—a)et dt.
Cambiando la variable independiente de ta 7, donde 7 =t — a, se obtiene: 0

[ flt— e dt = [ fNmeedt = [flrle=edr = e [ flr)esick = ©“F(s)
0 0 0

0

Donde F(s) = L[f(t)] = ®f(t)e™ dt, y entonces:

0

Lif(t—a)1(t— a)] = e—asF(s) cona =0

I Multiplicacién de f(s)

Si la funcién f(t) es transformable por Laplace, y esa transformada es F(s), es posible obtener la trans-
formada de e“f(t) del siguiente modo:

Llef(t Ie “f(t)e dt = F(s+a)

Como se puede ver, la multiplicacion de f(t) por e tiene el efecto de reemplazar s por (s + a) en
la transformada de Laplace. Inversamente, reemplazar s por (s + a) es equivalente a multiplicar f(t)
por e en este caso, a puede ser real o compleja.

La relacién dada es til para hallar la transformada de Laplace en funciones como e sen wty e
cos wt.
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I Teorema de la derivada

La transformada de Laplace de la derivada enésima de una funcién f(t) esta dada por:

L[jtnn f(t)] = s"F(s) — s"'f(0) — s"2f(0) — ... — sf(0) — f(0)

I Teorema de integracion real

Si f(t) es de orden exponencial, entonces existe la transformada de f(t) y estd dada por:

[ [feyar]= FS, F1O

S S

Donde F(s) = L[f(t)] y f'(0) :jf(t)dt evaluada en t=0. Como se puede ver, la integraciéon en el dominio
del tiempo se convierte en division en el dominio de s. Asi, si el valor inicial de la integral es cero, la
transformada de Laplace de la integral de f(t) esta dada por F(s)/s.

El teorema de integracion real dado por la ecuacion se puede modificar levemente, para afrontar
el caso de la integral definida de f(t). Si f(t) es de orden exponencial, entonces la transformada de

t
Laplace de la integral J f(t) es:
0

Donde F(s) = L[f(t)].

Este teorema también se denomina de integracion real.

I Teorema de derivacién compleja

Si 1(t) es transformable por Laplace, entonces, excepto en los polos de F(s), L[t ()] = iF(s) donde

F(s) = LIF(D). s
2
Esto se denomina teorema de derivacién compleja. También L[t*f(t)] = —%F(s) en general,
s
. d"

L] = =

F(s) con(n=1,2,3,..).

I Integracién de convolucién

Considérese la transformada de Laplace de:

t

[ £t -0, () de

0

Con frecuencia, esta integral se expresa como fi(t) * f,(t); a esta operacién matematica se le denomina
convolucioén.

t 0 t

[ft -0t (e = - [ @)t - &) dé = [t - 1) de

0 t 0
Por tanto,

t

£ *£(t) = [ft— D dr = [ £t -1)dr = £(t) * (1)
0

0

Si f,(t) y £,(t) son continuas por segmentos y de orden exponencial, la transformada de Laplace de:

[ £t - 0)f, () d
0
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Solucién de ecuaciones con transformadas de Laplace

Se puede obtener como:

Donde:

Fis) = [fi(t)e dt = LEF(t)E Fy(s) = [f(t)e dt = LEA(t)E

0 0

[#t - Df(r) dr = [ £t - ot - D, (r) I
0 0

Problema resuelto "\

Determinar [ {1} .
(s=2)(s-3)

Solucién

Usando el teorema de convolucion:

L‘1{ 1 }: L‘1{ 1 }L‘1{ 1 }: L(e?e) = J‘lee?)([—‘[)dr — 3t _ g2t
(s=2)(s-3) (s-2) (s=3) 0

I Transformada inversa de Laplace con wxMaxima 11.04.0

Para obtener la transformada de Laplace usando wxMaxima 11.04.0 se utiliza el comando ilt (expre-
sion, s, t).

Problema resuelto "\

Determinar con wxMaxima 11.04.0 [ {ﬁ} .
s? —bs+34

Solucién

En wxMaxima 11.04.0 se teclea:

—>  i1t((s-3)/(s"2-6%*s+34),s,1);

Entonces, wxMaxima 11.04.0 nos devuelve:
@%i8) i1lt((s—3)/(s"2-6*s+34),s,1);

(%08) %e’tcos(5 t)

I Transformada de una funcién periédica

Sea f[0, ) — R una funcién continua en partes y de orden exponencial en el intervalo [0, «); si la fun-
cion es periddica, con periodo T, entonces:
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Demostracién:

Para su demostraciéon usamos la definicion:

T 2T 3T nT
L(f(t) = Cesf(t)dt + Cef(t)dt + Cef(t)dt +..+ © e=f(t)dt
0 T 2T (n-1T
t=2T+u t=3T+u t=nT+u
T T T
L(f(t) = Cestf(t)dt + CesNf (u + T) dt+...+ CewDf(u+nT)dt
0 0 0
f(u+T)=Ff(u) f(u+nT)=f(u)
T
T Oestf(t)dt
L) = (1+e T + 2T + 37 4+ )Cestf(t)dt = 2 e
0

Problema resuelto "\

Determinar la transformada de Laplace de la f(1) T
funcion diente de sierra que se muestra en 4 T
la figura 5.8. T
31
p

Figura 5.8 t

Solucién

La funcion esta dada por: t si O0<t<1

2—t si T<t<2
t—2 si 2<t<3
4—t si 3<t<4
t—4 si 4<t<5
flh= { 6t si 5<t<éb
t—6 si 6<t<7
8-t si 7<t<8
t—8 si 8<t<9
10—t si 9<t<10

Por tanto, el periodo de esta funcién es T= 2y su transformada esta dada por:

2
j e tf(t) dt
0

L{f (1)} =
{f(t)} o
1 1 2
=—| | esttdt+ | est(2-t)dt
1-e? E[ JJ ( ) ]
1 1 e° e e e e*
= |[——-=- 7Z+ 71 — ==
1-e*|s? 2 s s s? s
1 1 2e° e2
=— | —=—
1-e*|s? s s?
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Solucién de ecuaciones con transformadas de Laplace

5.5 Solucién de ecuaciones diferenciales

Ahora, utilizaremos el método de la transformada de Laplace para resolver ecuaciones diferenciales
lineales invariantes en el tiempo.

El método de la transformada de Laplace ofrece la solucién completa (esto es, la solucién particu-
lar mas la solucién complementaria) de las ecuaciones diferenciales ordinarias invariantes en el tiempo.
Los métodos clasicos para determinar la solucién completa de una ecuacién diferencial requieren
evaluar las constantes de integracion a partir de las condiciones iniciales. En el caso de la transformada
de Laplace, no es necesario calcular las constantes de integracién a partir de las condiciones iniciales,
ya que estas quedan incluidas automaticamente en la transformada de Laplace de la ecuacién dife-
rencial.

Si todas las condiciones iniciales son cero, entonces la transformada de Laplace de la ecuacion

2
diferencial se obtiene sustituyendo simplemente d/dt por sy % por s?, etcétera.
t

En el proceso de resoluciéon de ecuaciones diferenciales lineales invariantes en el tiempo por el
método de la transformada de Laplace, se deben efectuar los dos pasos siguientes:

1. En una ecuacion diferencial dada, al tomar la transformada de Laplace de cada término, la ecua-
cién diferencial se convierte en una ecuacion algebraica en s, y reordenando la ecuacién algebrai-
ca se obtiene la expresién de la transformada de Laplace de la variable dependiente.

2. La soluciéon temporal de la ecuacion diferencial se obtiene determinando la transformada inversa
de Laplace de la variable dependiente.

Problema resuelto "\

Resolver el problema de valor inicial:

Solucién

La transformada de y' es:

y +y=0,y0)=1

Hy'} = syls) - ¥(0)
Sustituyendo en la ecuacién diferencial:
sy(s) — y(0) — y(s) = 0
(s=1y(s) = y(0) =1

ye)=—— =yt = I {L} = e

s—1

Por tanto, la solucién es:

0.9 y) ——
08 [~ =
07 [~ =
0.6 [~ =

04 - =
03 =
0.2 |- =
0.1 - i

Figura 5.9 t
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Problema resuelto "\

Resolver el siguiente problema de valor inicial:

y'—4y=2,y0)=0,y'(0)=0

Solucién

La transformada de y'’ es:
Ly''} = s’y(s) - sy(0) - y'(0)

Sustituyendo en la ecuacién diferencial:

2
s(s? —4)

(s> —4)y(s) = % = y(s) =

Determinando las fracciones parciales para obtener la transformada inversa:

2 _é+ Bs+d:A(sz—4)+(Bs+d)s (A+B)s? —4A +ds

s(s2—4) s (s2-4) s(s? —4) s(s? — 4)

s -4 25 2As-a)

Entonces:

1 s 1 1
=["9—— = —| -1+ =cosh2t
y(y) { 25+2(52_4)} 2[ +2cos J

3000 T T T T
2500 [~
2000 |~
1500
1000

500 —

—500 | | | |

Figura 5.10
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E 5 Solucién de ecuaciones con transformadas de Laplace

Problema resuelto "\

Resolver el siguiente problema de valor inicial:

Sustituyendo las condiciones iniciales:

(s> +4s+5)Y(s) = —

s
Entonces:
1
o ———
(s) s(s® +4s+5)
Por otra parte:
P+4s+5=(s+2—-i)(s+2+)

1
s(s? + 4s+5)

A0 = (5); =

Y(s) =

Paras=2ti=azif = a=-2yp =1 calculamos los residuos con A =

s(s? +4s+5)|_,

ul|l —

1

y'+4y +5y=1,y0)=0,y'(0)=0
Tomando transformadas de Laplace:
s2Y(s) = sy(0) — y'(0) + 4sY(s) — 4y(0) + 5Y(s) ol

1%

(s + PIF(s)ls-p;

1

Ay = s+271) %S+2+I

=—2+i

1

T2+ N2+i+2+0)

—2+02)

1

Por tanto:

5

: 1
A, =
= Msw(sm—i)

s=—2-i

y = 1+2e2f(—icost—%sent]

10

2-2-i+2-0)

(-2

—iv-2i)

1
10

1

10

0.5 :

015

0.05

yio)—

Figura 5.11

1.
_— 4=

5

1.
—i
5

I
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I Solucién de un sistema de ecuaciones diferenciales lineales
por el método de la transformada de Laplace
Cuando en un sistema de ecuaciones diferenciales de coeficientes constantes se especifican condi-

ciones iniciales, es posible aplicar la transformada de Laplace a cada ecuacién y, con esto, obtener un
sistema de ecuaciones algebraicas.

Problema resuelto "\

Resolver el sistema de ecuaciones diferenciales:
2X'+y —y=t

Ty ey sujeto a x(0) = 1, y(0) = 0.
X+y =t

Primero, tomamos la transformada de Laplace de cada una de las dos ecuaciones:
L2x'+y" —y) = L(t)
Lix'+y") = L(®)

2sL(x) — 2x (0)+ sL(y)-y(0)—L(y) =

1
s?
2
sL(x) = x(0) + sL(y) - y(0) = =
Luego, volvemos a arreglar la primera ecuacién y sustituimos las condiciones iniciales:
1
2sL(x)+ sL(y)-L(y) = s_2+ 2x_(10) + }ﬁ?

2sL(x)+ (s—-1L(y) = 12+ 2
s

Ahora, volvemos a arreglar la segunda ecuacion y sustituimos las condiciones iniciales:

sL(x)+ sL(y) = x(0) + y(0) + %
— = s

= 0

sLx) + sLiy) =1+2

53
Entonces, multiplicando esta ecuacién por (-2):

—2sL(x) —2s L(y) =-2 —%
s

Después, la sumamos a la ecuacion:

2sL(x)+ (s = )L(y) :iz+2
s

—25(%) - 25 Lly)+ 25K + (s - L(y) =siz+2—2 —;13

—2sL(y)+ (s —NL(y) = 512 — ;13
25+ (s = MLly) = -2
S S
1 4 4—s

[=s = 1IL(y)

Il
N
|
|
—
<
>
|
—
w
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Solucién de ecuaciones con transformadas de Laplace

Y tomamos fracciones parciales:

Entonces:
|
y{t)=5L" {1} - 5L {lz} +2L {2—3} - 5L {_1 }
s S s s+1

y(t)=5-5t+2¢ - 5et

Por tanto, la solucién es:

Aplicando este resultado en la ecuacién:

sL(x) + s L(y) =1 +%
s
4—5s 2
LX) + —— =1+—
stx) s%(s+1) &

Slx) =- —=s 12
s3(s+1) s s

Tomando la transformada inversa:

x(t) =—y(t)+L1{l}+L1{£}=—5+5t— 2t +5 et + 1+ E1t3
s st 3!

Entonces:
t3
x(t) =-4+5t— 2t? + §+5 et

Por tanto, la solucién del sistema dado es:

3
x(t) = —4+5t— 22 + %+5e"

y(t)=5-5t+ 2t? -5¢t

Figura 5.12

Comprobacién
X+y =(—-5et—4t+5)+ (4t+5et-5) =t
2X+y —y=2(f—5et—4t+5)+ (4t+5e—5)— (2 —5et—5t+5) =t
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Problema resuelto "\

Resolver el sistema del problema resuelto anterior usando wxMaxima 11.04.0:

2Kty —y=t
x*y -y sujeto a x(0) = 1, y(0) = 0.
X+y =t

Para resolver el sistema usando el CAS tecleamos el siguiente comando:
—= atvalue(x(t),t=0,1);
atvalue(y(t),t=0,0);
con el fin de dar de alta los valores iniciales.

Ahora, para resolver el sistema tecleamos:
—> desolve([2*"di fi(x(D), D+ d i Ffi(y(D), D)—y(O=t, " di Fi(x(D), D+ di fi(y(D), D)=t 2],[xX(D,y(DD;
Entonces wxMaxima 11.04.0 nos devuelve:

%$16) desolve([2*'diff(x(t),t)+'diff(y(t),t)-y(t)=t,'diff(x(t),t)+'diff(y(t),t)=t"2], [x(t),y(E)]);

t3
(%06) [x(t)=5 %e™® +— —2t2+5t-4,y(t)=-5%e "+2t?-5t+5]
3

Que es el resultado que obtuvimos en el problema anterior.

5.6 Aplicaciones

I Circuitos eléctricos

A continuacién se presenta un problema resuelto relacionado con circuitos eléctricos.

Problema resuelto "\

Un circuito RLC en serie tiene una fuente de voltaje dada por V(t) =sen 100t V, un resistor de 0.02 Q, un
inductor de 0.001 H y un capacitor de 2 F; si la corriente y la carga iniciales en el capacitor son iguales
a cero, determinar la corriente en el circuito para t > 0.

Solucién

La ecuacién para la corriente es:

e 1 _av
dt dt? C dt
2
©002) 2 + 00019 + 0.5/ =100 cos100t
dt dt?

I, (002) di | 051 _ 100 cos100t
dt? " (0007 dt  (0.001)  (0.001)
oo dl

¥+2OE+500I = 100000 cos 100t

Y las condiciones iniciales son: I(0) =0y I'(0) = 0.
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E 5 Solucién de ecuaciones con transformadas de Laplace

dl
dt? dt

place:
s2l(s) — skO) — 140) + 20sl(s) — 20K0) + 5001(s) = 100 ooo[ -
S

2] 20s] 5001(s) = 100000 ——>—
s?l(s) + 20sl(s) + (s) (52+1002J

2 4 20s + 500)I(s) = 100000 —>
Bt U (52 +1002 ]

fs) — 100000 s
(s? +20s +500) | 5% + 1007

Q) 100000 s
(s? +20s +500) | s? +100?
52+ 20s + 500 = s? + 20s + 100 + 400 = (s + 10)? + 400
As+B

Cs+D

2
Primero, resolvemos la ecuaciéon ﬂ + 20—+ 500/ = 100000 cos 100t usando transformadas de La-

8
+ 1007

Entonces:

(As + B)(s? +100?) + (Cs + D)((s + 10)? + 400) = 100 000s

_ 100000 ( s ): .
(s +102+400){s2+1002 ) (s+10)2+400 2+ 1002

S

_ 377 ° 377 _ 3800 19
1 = 4102 +400 377 | (s+10) +400

20
+10-10-22
_3800|° 19

377 \ (s+10) +400

210
_3800(  s+10 . "9

377 \(s+10)> +400 (s+10)? +400

_ 3800 s+10 ~ 2100 20
377 \(s+10)? + 400 377 \(s+10)? + 400

=3800L1{ s+10 }zmoU{ 20

377 |(s+102+400] 377  |(s+10)? + 400
1(t) = Me‘“’t cos 20t —me‘1Ot sen 20t
377 377

=
A+C=0
B+20C+D =0 A=3800 B=_4000 C=—3800 D=80000
10000A + 500C + 20D = 100000 377 ' 377 ' 377 ' 377
10000B + 500D = 0
De esta forma:
38005_ 4000 —38005+ 80000
_ 377 377 4 377 377
(s+10)? + 400 s% +100?
3800 4000 20

(s) = 3800(___s+10 _(3800 mIL 20
"7 377 (s + 1012 +400 | \'377 A'19° A20 A (s +10)% + 400

!
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Ahora, analicemos:

-3800 - 80000 -3800 - 80000
L(s) = 377 377 _ _377 377

s? +100?2 (s —100i)(s + 100i)

=

a=100i=a+i = a=0, =100

a =-100i

-3800 80000

S+———
Q(s) = 377 377
(s +100i)
-3800 .. 80000
100i) +
Q(a) = Q(100i) = 377 (100i) 377 :—1900—@1':Q1+i02
((100i) + 100i) 377 377
1900 400

1

377 Y 2T 377

—3800 80000
s+

L(t) = L .
2 %} = 2e“(Q, cosfBt—Q, senpt)

Entonces:

1, (t) = 2e% (—@ cos 100t + @semom] = —@cosmOt + @ sen100t
377 377 377 377

Por tanto, la solucion es:

_ 3800 2100 3800 800

I(t) cos20t — ——e "% sen20t — —— cos 100t + — sen 100t
377 377 377 377

I Sistemas acoplados masa-resorte

Problema resuelto \

En una superficie horizontal suave, una masa, m; = 2 kg, esta unida a una pared fija mediante un
N , . .
resorte con constante de resorte k, =4 — por su parte, otra masa, m, = 1 kg, esta unida al pri-
m
. . N . , .
mer objeto mediante un resorte con constante de resorte k, =2 — Los objetos estan alineados
m

en forma horizontal, de modo que los resortes tengan su longitud natural (véase figura 5.13). Si
ambos objetos se desplazan 3 metros a la derecha de sus posiciones de equilibrio y luego se
liberan, ;cuéles son las ecuaciones de movimiento de los dos objetos?

Figura 5.13
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E 5 Solucién de ecuaciones con transformadas de Laplace

Solucién

En este caso, las Unicas fuerzas que se consideran son las fuerzas inherentes a los propios resortes;
pues, como se recordard, la ley de Hooke afirma que la fuerza que acttia sobre un objeto debido a un
resorte tiene una magnitud proporcional al desplazamiento del resorte a partir de su longitud natural y
tiene direccion opuesta a su desplazamiento. Es decir, si el resorte se estira o se comprime, entonces
este trata de regresar a su longitud natural.

Como cada masa se puede mover con libertad, aplicamos la segunda ley de Newton a cada ob-
jeto. Asi, sea x(t) el desplazamiento (hacia la derecha) de la masa de 2 kg, a partir de su posicion de
equilibrio y, de manera anéloga, sea y(t) el desplazamiento correspondiente para la masa de 1 kg. La
masa de 2 kg tiene una fuerza F, la cual actta por su lado izquierdo, debido a un resorte, y una fuerza
F, que acttia por su lado derecho, debido al segundo resorte. Al aplicar la ley de Hooke, vemos que:

F, = —kyx F, = kly — x)
Porque (y — X) es el desplazamiento neto del segundo resorte con respecto de su longitud natural. De

esta forma, solo hay una fuerza que actda sobre la masa de 1 kg: la fuerza debida al segundo resorte,
que es:

Fs=—ky(y — x)

Asi, al aplicar la segunda ley de Newton a estos objetos, obtenemos el sistema:

d?x
m1W=F1+F2 = —kx+k,(y — x)
(5.1)
o2
mzd—t{ = F, = —k,(y - x)
O
d?x
m1W+(k1+kz)x—k2y:O

dZ
mzd—ti/+k2y—k2x=0

En este caso, debemos resolver el sistema:

2
2d—t;(+6x—2y=0
2
‘;’T{+2y—2x=o

Con las condiciones iniciales, que son: x (0) = 3, x'(0) = 0; y(0) = 3, y'(0) = 0.

Por tanto, la transformada de Laplace de cada ecuacion es:

2(s*X(s) — sx(0) — x'(0)) + 6X(s) — 2Y(s) =0
s2Y(s) — sy(0) — y'(0) + 2Y(s) — 2X(s) =0

Sustituyendo las condiciones iniciales:
2(s?X(s) — 65+ 6X(s) — 2Y(s) =0
s2Y(s) — 3s+ 2Y(s) — 2X(s) =0
(2% + 6)X (s) — 2Y(s) = b5
—2X(s) + (s> + 2)Y(s) = 3s




Entonces:

Por tanto:

Grupo Editorial Patria®

2 _
A=|@SH8) =2 | e 11087 48 = 2st + 552 +4) = 2(s? + 4)(s? + 1)
-2 (s +2)
bs -2
X(s) = 3s (s?+2) |  6s°+18s _  3s°+9s
A 2(s2+4)s?+1) (2 +4)(s?+1)
(25?2 +6) 6s
Y(s) = =2 3s _ 6s° +30s _ 3s% +15s
A 2(s2+4)s?2+1)  (s2+4)s?+1)

3s®+9s _As+B+Cs+D

(s2+4)s?+1) (s2+4) (s>+1)

(As + B)(s® + 1)+ (Cs + D)(s? +4) = 3s% + 9s
.

A+C=3

B+D=0 L\ _1B8-=0,c=2 D=0

A+4C =9
B+4D =0

X(s) = 3s% +9s s 2s
(s2+4)s>+1) (s?+4) (s®+1)

x(t)=L‘1{( 214)+( 22i1)}=COS 2t+2 cos t
s s

3s*+15s  As+B  Cs+D

(s2+4)s2+1)  (s?+4) i (s2+1)

(As+B)(s? + 1)+ (Cs + D)(s? + 4) = 3s% +15s
=

A+C=3
B+D =0
A+4C =15
B+4D =0

A=-1,B=0,C=4D=0

3s+15s  —s L4
(2+4)s2+1)  (s2+4) (s2+1)

Y(s) =

= 4s
) = [T 4 = —cos2t+4 t
y(t) {(52 PyTRE 1)} cos cos
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Solucién de ecuaciones con transformadas de Laplace

Las ecuaciones diferenciales que describen las vibraciones mecénicas y los circuitos RLC en serie, esen-
cialmente son iguales. De hecho, existe una identificacién natural de los pardmetros m, b, k para un
sistema masa-resorte con los pardmetros L, Ry C que describen los circuitos (véase tabla 5.2).

Tabla 5.2 Analogia entre los sistemas mecénicos y eléctricos

Sistema mecanico masa-resorte con amortiguamiento Circuito eléctrico RLC en serie
e+ b+ k= 10) Iy +Ry'+ L =V0)
Desplazamiento x (argaq
Velocidad x Corriente =g’
Masa m Inductancia L
Constante de amortiguamiento b Resistencia R
1
Constante de resorte k (Capacitancia)™ E
Fuerza externa f(t) Fuente de voltaje V/(t)

Problema resuelto \

En el instante t = 0, la carga en el capacitor de la red eléctrica que aparece en la figura 5.14 es de 2
coulombs, mientras que la corriente que circula a través de este es cero. Determinar la carga en el
capacitor y las corrientes en las diversas ramas de la red en cualquier instante t > 0.

20 ohms (€2) I A I
/
2
I A
S5volts (V) —— lazo1 1 henry (H)
lazo 3
I, B I,
Figura 5.14

Solucién

Para determinar la carga y las corrientes en la red eléctrica, en este caso, primero notamos que la red
tiene tres circuitos cerrados:

1. Ellazo 1 a través de la bateria, el resistor y el inductor.

2. Ellazo 2 que pasa por la bateria, el resistor y el capacitor.

3. Ellazo 3 que contiene al capacitor y al inductor.
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De esta forma, aprovechamos la ley de la corriente de Kirchhoff y designamos a i; como la corriente que
pasa por la bateria y el resistor; a i, como la corriente que pasa por el inductor y a iz como la corriente
que pasa por el capacitor. Para que la notacién sea consistente, denotamos la carga en el capacitar
Como gs.

Por tanto:

i = dg,
ot
La caida de voltaje en un resistor es RI, en un inductor es L% y en un capacitor es % Asi, al aplicar

la ley del voltaje de Kirchhoff a la red eléctrica que se ilustra en la figura 5.14, se observa que para el
lazo 1:

%+ 20i7=15
dt

Para el lazo 2:
20i, + 160g; = 5
= 20914 1609% g o F1 - g9
dt dt dt dt
Y para el lazo 3:

~%2 4 160g, =0 = F2 -

—= = 160
dt dt 9s

Ahora, si aplicamos la ley de la corriente de Kirchhoff a los dos puntos de unién en la red, en el punto
A vemos que:

iy —ip—i3=0
Mientras que en el punto B vemos que:

b+ iy =iy =0=> =iy — iy

d’q; _ di dq
— = B N60gy——8=—L"=60)
de2  dt % dt 9s

Entonces, la ecuacién a resolver es:

d’q; | o 9q
T;+8d—t‘3+160q3 :0

Con las condiciones iniciales:

_o 9% g _
%0 =2, T2 (0)=0

Tomando transformadas de Laplace:
$°Qs(s) = sG3(0) — g'5(0) + 8(sQs(s) — g5(0)) + 160 Qy(s)=0
(s> +8s+ 160)Q4(s) —2s— 16 =0

2s+16

ENCYS Ll
(8= e 1160
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E 5 Solucién de ecuaciones con transformadas de Laplace

Resolviendo:

$?+8s+160=0=>s=-4+12i=a+if

Por tanto:
%)= 1227);:f (—4—120)
Evaluando:
Fog o) = ((—42 1_14 27)1—22)—2 1—61 2" %i
Entonces:
g,(t) = 2e™ (cos 12t + % sen' 2t)
Y
i (t) = dcljt(t) = %[264“ (cos 12t + % sen12t)] = —%e*4f sen12t

Sustituyendo g; en la ecuacién 20i; + 160 g; = 5, obtenemos:

: . _ 5 160
20i, +160g; =5 = |, =20 20 %

. 1 1 1
= i(t) = — —8(gs(t)) = — — 16e™*t| cos 12t + —sen12t
((t) 2 (g5(t) 2 ( 3 J
Y de la ecuacion i, + iy — i; = O:
: .. 80 1 e 1
ip(t) = —iy + i =?e sen12t+z—1ée cos12t+§sen12t

i(t) = %— 16e™*t cos12t + 63—464“ sen12t

Problema resuelto \

Una llanta de masa m cuelga de un resorte. Una vez conseguido el punto de equilibrio, se suelta la
llanta con una velocidad inicial v, a una distancia x, debajo de la posicién de equilibrio y simultdnea-
mente se le aplica una fuerza externa F(t) dirigida hacia abajo (véase figura 5.15). Encontrar la ecuacién
de movimiento.

Figura 5.15
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Solucién

En este caso, la direccién hacia abajo del eje x se toma como positiva y se tiene en cuenta la friccion del
aire (resistencia proporcional a la velocidad de la masa).

En cualquier tiempo t, hay tres fuerzas que actdan en el sistema:

—

F(t) es la fuerza externa medida en el sentido positivo.

2. F,=-kx, k> 0 es la fuerza de reinstalacién en el resorte (ley de Hooke).

3. F,=-bx', b> 0 es lafuerza debida a la resistencia del aire. Esta fuerza siempre actta en direccién
opuesta a la velocidad; por esa razoén, tiende a retardar el movimiento de la masa.

Por su parte, F,y F, son negativas, porque van en sentido opuesto al eje x considerado. Por la segunda
ley de Newton, la fuerza neta que actta sobre la masa es: F = (masa) (aceleracién).

Entonces:

F=F.+ F,+ F(t) es la sumatoria de todas las fuerzas que actdan sobre la masa m.
De esta forma, aplicando la segunda ley de Newton:

SF =

mx'" =—kx — bx' + F(t)

Las condiciones iniciales son: x(0) = x, y x'(0) = v,.

Un resorte cuelga verticalmente; su extremo superior estd fijo y del extremo inferior pende una
caja que pesa 196 N. Una vez en equilibrio, se tira de la caja haciéndola desplazar 25 cm y se suelta,

sabiendo que k = 80 N y que hay una resistencia del aire proporcional a 5 v.
m
De los datos tenemos que:
196 N

m
9.8 2

mg =196 N= m = =20 kg

Las condiciones iniciales son x(0) = 0.25 x 102 m y v(0) = 0.

mx'" = —kx — bx" + F(t)
1 N ’
(20 kg)x"" = —(80 —)x —5x
m

(20)x"" + 5x" + (80)x =0

Por tanto, la ecuacion a resolver es:
rr 1 ’
X"+ Zx +4x =0

Con las condiciones iniciales: x(0) = 0.25 m y x'(0) = 0.

Ahora, tomamos la transformada de Laplace de la ecuacién diferencial:
s2X(s) — sx(0) — x'(0) + %(sX(s) —x(0)+4X(s)=0

Sustituimos las condiciones iniciales:

s 1
e
4 16
SRR
X(s) = 4 16
2+244
4
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E 5 Solucién de ecuaciones con transformadas de Laplace

Por otra parte, resolviendo [52 + % -+ 4]: 0 se obtiene: s=-.125+1.9%i=a £ i

s 1

+ _
X(s) = 4_16 :
(s — (=125 +1.996i))(s — (=125 — 1.996i))

Entonces, calculamos los residuos con A, = (s + p)F(s)],-_

- ‘
= (s = (=425 T9967) 16
e W (s — (~.125 - 1.996i))
s=—.125+1.996i
~125+1.996i , 1 —125+1.996i 1
X 125019961 = 4 16 — = 4 - 16— 0.125-7.8282x 1073
12519961 T (125 +1.996i — (—.125 — 1.996i) (2(1.996i)

O(-.125 + 1.996i) = .125 — .0078278i

De esta forma:

X(t) = 2e70125((.125) cos 1.996t + (.0078278) sen 1.996t)

Problema resuelto \

Un circuito RLC en serie tiene una fuente de voltaje dada por V(t) = sen 100t V, un resistor de 0.02 Q, un

inductor de 0.01 H y un capacitor de 2 F. Si la corriente y la carga iniciales en el capacitor son iguales a
cero, determinar la corriente en el circuito para t > 0.

Resistencia R

M

Inductancia /

Y

Fuente (D
de voltaje

[
i
(apacitancia €

Figura 5.16

L' +Rq +3 = vt
q'+Rq'+ 2 = Vi)
01g"+.029’ +% = sen100t

01g'"+.02q’ +% = sen100t

g'+29 +50g =100 sen100t

s?Q(s) + sq(0) + g'(0) + 2(sQ(s) + g(0)) + 50Q(s) = 'IOO[52 (007 ]
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Sustituimos las condiciones iniciales:

2 oo 100
s2Q(s) + 2sQ(s) + 50Q(s) = 100(52 +(100)? )

$2Q(s) + 25Q(s) + 50Q(s) = 100 (21&)
2+ (100)?

, N 100
(2 + 25 + 50)Q(s) = 100(—52 o J

(100)?
(s% + (100)?)(s? + 2s + 50)

Q(s) =
s? + (100)% = (s — 100i)(s + 100i)
?+25+50=(s— (-1 +7))(s— (-1 -710)

(100)?
(s —100i)(s + 100i)(s — (=14 7i))(s — (=1—7i))

Q(s) =

Ahora, calculamos los residuos:

‘ (1002 |

Ol = (8 i)

i = 154007 {54007 (s +100i)(s — (~1+70)s = (=1=7i)| _,
o - (100)?

177 (100 + 100i)(100i — (=1+ 7i))(100i — (—1— 7i))
Q0 = —1.0097 x 104 +5. 0231x 10¢i
a=0,8=100
a(t) = 2e“(Pg cos St — P, sen fit)
(1) = 2(-1.0097 x 10 cos 100t — 5.0231 x 10 sen 100t)

100)?
Q. = (s=4=71) ; ; o - ; |
(s = 100i)(s +1000) (s =4~+=7M) (s — =1+ 7I)| _ _, ,,

o (100)2

7T (1= 71— 1000)(—1 - 7i + 10001~ 7i — (—1+ 71)
Q.. = 1.0097x 107 +7.1773 x 102

a=-1,=-7

q(t) = 2e“(Pg cos Bt — P, sen ft)

() = 27(1.0097 x 10* cos(-7t) — 7.1773 x 1072 sen(-71t))
qo(t) = 2e7(1.0097 x 107 cos 7t + 7.1773 x 1072 sen 7t)

Asi, la solucién es:
q(t) = 2(-1.0097 x 10~ cos 100t — 5.0231 x 10-* sen 100t)

+2e7(1.0097 x 10* cos 7t + 7.1773 x 1072 sen 71)
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UNIDAD

5.1 Determina la transformada de Laplace de:
a) et

b) cos at + sen bt
c) 8et+ 5e?t

d) 25e*

5.2 La funcion gamma se define mediante la integral

I'(a) = °t*'e~'dt a > 0, demuestra que T(e + 1) = al'(a).
0

5.3 Calcula F[%]

5.4 Usando la propiedad recursiva de la funciéon gamma de-
mostrada en el problema 5.2, calcula:

()

I'(a+1)

$a+1

5.5 Demuestra que L(t*) =

Sugerencia: Haz el cambio de variable u = st.

5.6 Demuestra las propiedades siguientes de la funcién
gamma:

a) T'(1)=1.
b) I'(n+1)=n!paratodone N
Sugerencia: Integra sucesivamente por partes.

5.7 Aplicando el resultado del problema 5.5, determina la
transformada de Laplace de:

a) t_1/2
b) t1/2
o B2
d) 2
5.8 Determina la transformada inversa de Laplace de:
a) F(s):sl3
1
b) F(s)=_>t1
) Fls) s?(s+2)°
2
F =
c) F(s) 512
A Fee =2
s3(s> +4)

5.9 Determina la transformada inversa de Laplace de:

1 48
a) F(S) = 5_2 = 5_5
b) Fs) (s +41)3
S

a Problemas aplicados a |a realidad

5 Problemas para resolver

o Fo= e Ly |
2 s s-2
d) F(s)=—
4s+1

5.10 Usando el teorema de convolucion, determina la trans-
formada inversa de:

S

3 F) = )

S

o) Fs) = oy —as 1 13)

5.11 Usando el teorema de traslacién, determina la trans-
formada de Laplace de: sen(2t)e’.

En los problemas 5.12 a 5.25 escoge entre F(s) o f(t), segun
sea el caso:

5.12 L(te'™)

5.13 L(te™)

5.14 L(fe™?)

5.15 L(t"%7)
5.16 L[(etsen 3t)
5.17 L(e? cos 4t)
5.18 L(e* senh 3t)
5.19 L(etcosh 3t)
5.20 L(t(e'+ e*)?)
5.21 L(e*(t—1)?)
5.22 L(etsen?t)
5.23 L(e% cos? t)

5.24 1| !
[(s + 2)3J

525 | ]
)

EI ALERTA: En los problemas 5.26 a 5.48 completa el cuadrado del

denominador.

5.26 L-{;]
s2—6s5+10
5.27 [ ;]
DG4S
5.28 L ;J
s?+4s+5
5.29 | L)
s?2+6s+ 34

a Problemas para resolver con tecnologia



5.30 | —° )

531 11|23 J

532 11| 21
s%(s+1)

E' ALERTA: Recuérdese que L(0,) = &%
5.33 1| L+
(s+2)?

ALERTA: Recuérdese que

(u,t]= BT

5.34 L[((t— Nu(t—-1))
5.35 L(e*~u(t—2))

—2s
5.36 | £ ]
S3
5.37 [ —“*ezs)zj
s+2
5.38 L e_)
52

5.39 [ Se_z]
s2+4

540 1| J

s(s+1)
5.41 L(t cos 2t)
5.42 [(tsenh 3t)
5.43 L(?senh t)
5.44 [(t’ cos t)
5.45 [(te?* cos 6t)
5.46 [(te3tcos 3t)

s

5.47 [ ((52 ) J

548 | S*1
(s2+25+2)

5.49 Demuestra el siguiente teorema:

Si L(f(t)) = ¢(s), entonces L(t"f(t)) = (=1)" d"¢(s) .

ds"

@ Problemas aplicados a la realidad a Problemas para resolver con tecnologia
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En los problemas 5.50 a 5.54 usa el teorema que demostras-
te en el problema 5.49, en el caso

n= Ltf() = 1)) o fy = 1 [M]
ds t ds

para calcular las transformadas inversas de Laplace que se
indican en cada problema.

5.50 L log(s_3)J
s+1
5 (sz +1 )
° s?+4
5.52 [ arctan(l)]
s
553 = E—arc’can(i)
2 2
5.54 [ 1 —arc cot(iD
s s

5.55 Demuestra el siguiente teorema:

5.51 [

Si f es una funcién de orden exponencial en [0, =) y a es un
numero real no negativo, entonces:

a

L|:_[ f(x)dx:| = Tun -1 fo o
0 s s

0

Cuando a=0:

t
L[f f(x) dx} =i
7 s
Esta férmula se puede generalizar a:

L|:.[J‘f(x) dX...dx:| = inL(f)
0 o0

S

t
5.56 Puesto que _[cos(ax) dx = lsen(at) utilizando el teore-
H a

ma del problema 5.55, calcula L(sen at).

En los problemas 5.57 a 5.59 usa los resultados del proble-
ma 5.55 para determinar:

t
557 L Je" cos T dt]

L0

[t
5.58 L _[r sen rdr]

LO

[t
5.59 1| [retr dr:|

L0
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UNIDAD

Los problemas 5.60 a 5.63 son problemas de valor inicial,
resuélvelos usando la transformada de Laplace.

5.60 y'' —2y'=e'sent, y(0)=0, y'(0)=0.

5.61 2y'"" +3y"" =3y’ = 2y=¢e", y(0)=0, y'(0) =0, y"(0) = 1.
5.62 y'' +2y" —y' —2y=sen 3t, y(0)=0, y'(0)=0, y"(0) = 1.
5.63 y—y=0, y(0) =1, y'(0)=0, y"(0)=-1, y'''(0) = 0.

de valor inicial, usando wxMaxima 11.04.0 y compara
tus resultados usando transformadas de Laplace.

I Resuelve los problemas 5.64 a 5.70, que son problemas

5.64 y' — y(x—1)=0con y(0) =2

5.65 y' +y =7 cony0)=2, y'(0)=1

566 y'+y —y=e‘cony0)=1, y'(0)=1
5.67 y'' +5y' +2y=e*con y(0)=0, y'(0) =3
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5 Problemas para resolver

a Problemas aplicados a la realidad

5.68 y' +y +2y=xcony0)=2,y'(0)=2
5.69 y'+y' +y=cosxcony0)=1, y'(0)=0
5.70 y'" + 3y’ + 10y = x cos x con y(0) =0, y'(0) =0

5.71 Un circuito RLC en serie tiene un resistor de 0.015
Q, una fuente de voltaje dada por V(t) = sen 110t V, un
inductor de 0.002 Hy un capacitor de 2F; si la corriente
y la carga iniciales en el capacitor son iguales a cero,
determinar la corriente en el circuito para t > 0.

5.72 Una llanta de hule de masa 1.5 kg cuelga de un resorte
una vez conseguido el punto de equilibrio, se suelta la llanta
con una velocidad inicial de 5 m/s a una distancia de 0.8 m
debajo de la posicién de equlibrio y simultaneamente se le
aplica una fuerza externa de 10 N dirigida hacia abajo (véa-
se figura 5.15). Encontrar la ecuacién de movimiento. Si la
masa varia a 2 kg jcuél seré la fuerza necesaria para recorrer
la misma distancia?

PROBLEMA RETO

Utiliza transformadas de Laplace para determinar la carga en un capacitor de un circuito en
1 serie (RC), cuando g(0) =0, R=2.5Q, C=0.08 farads y V(t) =5 u(t - 3).
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1 Formulario de matematicas

Férmulas basicas de algebra

a+b=b+a
(a+b)+c=a+(b+0

alb+ o =ab+ac

atc

_ —b*x+b? +4ac

Para ax’* + bx+c=0 X
2a

Exponentes y radicales

am- gh=gm+n

(@a-b)"=a"-b"

Formulas basicas de trigonometria
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senf3 0 0.500 0.707 0.866 0.966 1 0 -1 0
s 1 0.866 0.707 0.500 0.259 0 -1 0 1
tanf3 0 0.577 1.000 1.732 3.732 oo 0 oo 0
wotf oo 1.732 1.000 0.577 0.268 0 oo 0 oo
B sen cos
Orad 0 1
72_'[ rad 1 0
st rad 0 -1
3% rad -1 0
2 mrrad 0 1
Limites

1
lim (1+ l)x —e=271828..
X

x—=0

lim (1 + l) =e
X—>00 X

. sen X
lim =1
x—0 X

. 1-cos x
[im—" =

x—=0 X

0

. 1-cos x
[im ——= =
x—0 X

0
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1 Formulario de matematicas

Célculo diferencial

d_y
dx
x
dx
d(u+v):@+ﬂ
dx dx dx
d(c-v)zcﬂ
dx dx

d(v") S av
dx dx
du dv
d(] VoY
dx\v v?
d(sen v) v
=cos v—
dx dx
d(cos v)
=-sen v—
dx dx
d(tan v) sen? Vﬂ
dx dx
d(sec v) dv
=sec v tan v—
dx dx
d(csc v) dv
——— ' =-—¢csc v cot v—
dx dx
d(in v) _ Tadv
dx v dx
d(a") o | aﬂ
dx dx
d(ev) ,av
=e" —
dx dx
dw) _ (v-u"+Inu- uV)ﬂ
dx dx
dy _dy av
dx dv dx
dy_ T
dx dx
dy

Calculo integral

I(dv+du) = Idv+du

fadv=afdv
[dx=x+C
Jordv=Y"c
[ =ibl+c
Jardv=2+cC
ferdv=e+C

Jln vdv=vIinv-v+C
J.sen v dv=-cos v+C
Icos v dv=senv+C
J’sec2 vdv =tan v+ C
J.csc2 vdv = —cot v+ C

Isec v tan v dv=sec v+C

Isec v dv =In(sec v+tan v)+C

dv 1 (]
I —garctan%ﬁ(f

a?+v?

adv :1|r{a+vj+C
a?-v? 2a \a-v

vzdii/az = |n(v+ v? ia2)+C
I\/az —Vidv=YJa2-vZ+C

2

_[udv:u~v—fudv
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